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V r r e d et 



Im Alterthume ging die Mathematik mit der Ptulosopbie 
zusammen, und galt gleichsam als eine Vorhalle, welche in dai 
Allerheiligste der Erkenntniss hineinführe» Gleichwohl hat ea das 
Alterlbum nicht zu einer Philosophie der Mathematik gebracht, 
und es ist nicht schwer, den Grund dieser bemericenswerllien 
Thatsache aufzuzeigen. Während nämlich die Philosophen um 
ein allgemeines Princip, aus dem heraus sich alles Uebrige be- 
greifen liesse, bemüht waren, schlugen die Mathematiker den 
entgegengesetzten Weg ein: sie stiegen von dem Einzelnsten zum 
Allgemeinen und kamen über dem Verweilen bei dem Einzelnen 
nicht zum Allgemeinen. Freilich z. B. ein Archimedes hat allge- 
meine Methoden gehabt, welche in der Sache mit den neueren 
übereinstimmen. Aber die Arbeit des Geistes ging doch haupt- 
sächlich darauf die besondere Form der allgemeinen Methode zu 
bestimmen, welche der einzelnen mathematischen Wahrheil sich 
anschmiege, und es konnte mithin zur Erfassung der Formt, 
welche die allgemeine Metboje bat» nicht fortgeschritten werden. 
Die Neuzeit ward namentlich 'durch die grössere Entwickelung der 
Arithmetik in eine andere Bahii ''|iBdrängt und hat endlich in dem 
höheren Calcül die Form deb allgemeinen Methode festgestellt, 
welche den Alten noch mangelte. Eine Philosophie der Mathe- 
matik, welche vorher versucht worden wäre, hätte eine solche 
Form sich erst schaffen müssen, und das möchte doch wobi nicht 
ohne das Hinzutreten, einer specifisch mathematischen Tliätlgkeit 
gegangen sein: jetst Ifegt die Form fertig vor, und die Frage !$t 
nur, ob sie vor der Philosopfiie bestehen könne. Die Erledigung 
dieser Frage ist das Interesse ,^ welche zu den nachfolgenden Un- 
tersuchungen die Anregung gegi^en hat. Sehen wir uns die 
Natur dieses Interesses näher an^ so kann es gewiss nicht zwei- 
felhaft sein* dass es dem Philosophen zusagen müsse. Denn e$ 
kann ihm nur aii|bnehm sein, wenn die allgemeinen Ge« 
Sichtspunkte, welcjie er aus dem Begriffe heraus z:u rechtfertigen 
hat, ihm von aussen her gegeben werden. Im anderen Falle 
würde er ja dieselbe Mühe ihrer Aechtfertigimg haben, verbunden 
mit der anderen, sie sich erst auf kritischem Wege zu gewinnen 
— eine Mühe, ..welche die speciellsten >Fachstudien voraussetzt. 
Aber anders stellt es mit dem Mathematiker. Für den kann es 
allerdings in Frage kommen, ob er es sich gefallen lassen will, 
dass seine Wissenschaft bloss von dem Boden des höheren Cal- 
cüls aus kritisirt werde. Nach meiner bestimmten Ueberzeugung 
darf er es ohne Bedenken lugeben. Denn ich halte den höheren 
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Caicul für den Mittelpunkt, in den alle mathematischen Disciplinen 
zurückgehen und schliesslich ihren festesten Rechtsboden finden. 
Nicht etwa, als ob ich der Arilhmetik, der Geometrie, der Tri- 
gonometrie und wie sie alle sonst heissen, allen selbsts(ändigen 
Werlh absprechen wollte: aber, soweit sie nicht durch ihre Be- 
ziehung zu der Analysis des Unendlichen sich als deren Bedingung 
oder Unterlage herausstellen, soweit sind sie für das Ganze der 
Wissenschaft unwesentlich oder haben doch zu ihr ein mehr oder 
minder äusserliches Verhältniss. 

Von diesem Standpunkte aus habe ich mich wesentlich auf 
die Entwickelung der metaphysischen Principien beschränkt, welche 
dem höheren Caicul zu Grunde liegen, und, was die übrigen 
mathematischen Zweigwissenschaften anbetrifTt, mich meistens auf 
die Bezeichnung der Stellung beschränkt, welche sie zu dem er- 
steren einnehmen. Doch habe ich vieles Specielle, was hierher 
gehört, bei Gelegenheit der Polemik entwickelt, zu der ich mich 
gegen die Aufstellungen Hegels über Zweck und Natur der Ana- 
lysis gedrängt fühlte. 

Was den eben erwähnten polemischen Theil des vorliegenden 
Werkes betrifft, so ist er auf das Innigste mit der Entstehung 
desselben verknüpft und steht mit dem Gange der Untersuchung 
in so engem Zusammenhange, dass er nicht wohl wegbleiben 
durfte. Ohnedem ist das System Hegels die philosophische 
Grundlage, auf welche ich zurückgebe, und ich konnte es daher 
nicht vermeiden, die abweichenden Folgerungen, welche ich häufig 
aus denselben Vordersätzen ziehe, im Gegensatze zu den seinen 
zu begründen. 

Die wenigen rein mathematischen Partieen, welche sich nöthig 
machten, habe ich so einzurichten gesucht, dass sie in allen we- 
sentlichen Punkten ohne Kenntniss der höheren Rechnung ver- 
standen werden können. Eine ähnliche Sorgfall habe ich den 
philosophischen Entwicklungen zugewendet und so wenig als 
möglich auf Hegels Logik verwiesen. 

Ich weiss wohl, dass mein Werk manche Mängel haben mag; 
aber sowie es in der ernsten Forschung nach Wahrheit zu Stande 
kam, so soll es auch nur eine Anregung i^ein, welche weitere 
Forschungen veranlasst, und in diesem Sinne glaube ich um eine 
nachsichtsvolle Aufnahme für dasselbe bitten zu dürfen. 

Duisburg, im December 1852. 

Merm. Schwarz. 
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Einlei tung« 



Wenn wir das gegenseitige Verbältniss der Mathematik und 
Philosophie, wie es historisch vorliegt, ins Auge fassen, so er- 
gicbt sich, dass die Philosophie, als die allgemeine Wissenschafts- 
lehre, den Anspruch auf eine gewisse Superiorität erhebt, während 
sie gleicJiwohl allen Schwankungen menschlicher Ansichten und 
Verbältnisse ganz besonders unterworfen erscheint, dagegen die 
Mathematik die zweifellose und unwandelbare Gewissheit ihrer 
Resultate geltend macht, ohne jedoch in die höchsten Sphären 
des menschlichen Geistes hineinreichen zu können. In der That 
lässt sich gar nicht in Zweifel ziehen, dass, sofern wir im Be- 
sitze der absoluten Philosophie wären, die Mathematik sich unbe- 
dingt ihren Bestimmungen unterzuordnen hätte. Aber wer möchte 
diese Behauptung wohl wagen? Gewiss die philosophischen Sy- 
steme, welche in raschem Wechsel sich drängten, haben einen 
bedeutenden Wahrheitsgehalt herausgefördert und zwar solchen, 
der unabhängig von der Meinung besteht. Aber darum ist in ihnen 
noch nicht die ganze Wahrheit, die uns Sterblichen zu schauen 
nun einmal nicht vergönnt ist, und selbst die Erkenntniss, welche 
sie giebt, wird nur in unvollkommener und mangelhafter Weise 
in das Subject hineingenommen. 

Der Philosoph behauptet das absolute Wissen zu haben: 
aber es ist dies eben nur sein Glaube, für welchan er mit mehr 
nicht als höchstens mit seiner ganzen Persönlicbkeit eintreten 
kann. Trotzdem wird er, wenn er sich nicht seiner äberheben 
will, vor sich selber das Geständniss ablegen müssen: Die nach- 
folgende Zeit wird über Deine Philosophie hinausgehen, und im 
Gegensatze zu der Deinen wird eine neue entstehen, welche ihre 
Unwahrheit aufhebt und einer höheren Entwickelungsstufe des er- 
kennenden Geistes angehört; — und indem er sich dieses ein^e- 
Schwarz's Philosophie der Mathematik. \ 



steht, wird er nicht aufhören an seine Philosophie zu glauben, 
yf%il er derjenigen Punkte, in welchen sie unwahr ist, sich nicht 
bewusst zu werden vermag. Das ist also die Unsicherheit des 
philosophischen Wissens, dass es vielleicht einen Theil Wahrheit 
enthalten kann: aber wir wissen nicht, dieser Theil des Systemes 
ist Wahrheit, der andere wird künftig als Unwahrheit wegfallen, 
sondern wir glauben an das System in seiner Totalität* Diese 
Unsicherheit bezieht sich demgemäss nicht auf seinen wirklichen 
Gehalt (denn die Wahrheit bleibt Wahrheit in allem Wechsel der 
Meinungen), sondern sie zieigt nur die Unvollkommenheit des Ge- 
fassea, in welches Jener eingefasst werden soll. Der Philosoph ist 
«nvermogend die Wahrheit und Unwahrheit als überall gegen ein- 
ander begrenzte oder geschiedene aufzunehmen; es findet eine 
Vermischung beider statt, in welcher sie sich vielfach in einander 
verlieren. Die Wahrheit bleibt freilich nur eine, unwandelbar und 
ewig: aber sie ist wie durch eine über sie hingebreitete SchattU 
mng verdunkelt, unter welcher sie bald schwächer, bald stärker 
hervorschimmert. Darum ist eine Seite der Nichtigkeit, derVer- 
änderlicfakeit gerade in demjenigen Wissen, welches den Anspruch 
-als absolutes zu gelten erhebt, und diese Prätension namentlich 
in solchen Gebieten des Wissens zurückzuweisen, in welchen nicht 
dieselben Schwankungen der Erkenntniss statt haben. 

Dieser Fall tritt nun mit der Mathematik ein. Allerdings ist 
der Fortschritt auch hier nur ein begrenzter und allmähliger, aber 
er ist dafür um so sicherer, und im Ailgemeinen darf behauptet 
werden, dass, was in dieser Disciplin dargethan ist, für die Den- 
benden aller Zeiten denselben Grad von G«wissheit behauptet, den 
es in der Seele des Erfinders gehabt hat. Die mathematische 
Gewissheit ist daher unabhängiger von der Persönlichkeit, als* die 
philosophische; sie überdauert alle Zeiten und allen Wechsel 
menschlicher Ansichten, und gewährt eine Bürgschaft, dass sie 
objektive W|||i^eit als ihren Inhalt berge. Wenn man hiergegen 
auf die Thatipäie hinweist, dass die Entwickelung der Philosophie 
und Mathematik öfters Hand in Hand gegangen sind, so ist die- 
selbe zuzugeben : aber sie gewinnt ihre eigentliche Bedeutung erst, 
wenn man sie mit jener anderen zusammenhält, dass die Metho- 
den der letzteren bis auf die neueste Zeit hin weit entfernt sind 
^en Stempel irgend eines philosophischen Systems in ausgeprilgter 
Weise an sich zu tragen. Vielm^ muss dann geschlossen wer- 
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den, wenn überhaupt die Mathematik in eine innigere Verbindung 
mit der Philosophie gebracht werden soll, dass sie ein Stück der 
absoluten Philosophie sei, dessen Unvollständigkeit wohl anerkannt» 
dessen Aechtheit aber nicht bezweifelt werden kann. Als solchee 
kann sie wohl aus den wechselnden Eotwickelungssttifen der PU- 
losophie Vortheil ziehen: und waritm sollte sie es nicht? insofern 
ja auch in diesen ein gewisser Bestand an Wahrheit yerborgen 
liegt: aber sie tbut zugleich wohl daran ihre Eigenthumlichkeii 
zu wahren und nicht ihre zweifellose Gewissbeit den Schwankun- 
gen einer beständig in Gegensätzen sidi bewegenden Entwickelung 
preiszugehen. Sie thut woU daran nicht mir in ihrem eigenen, 
sondern auch im wohlverstandenen Interesse der Philosophie« 
Denn indem ihr dieser Charakter der Unwandelbarkeit zukommt, 
ist sie geeignet einen Probirstein für die Philosoplüe abzugeben, 
freilich auch nur einen mangelhaften ; denn ihr Inhalt ist nur sehr 
begrenzt UQd noch dazu einer vergleichungsweise niedrigen Stufe 
des Seins angehörig. Aber immerhin würde eine Philosophie, 
die in dieser Sphäre mit ihr unvereinbare Principien aufstellte, nur 
mit dem entschiedensten Misstrauen aufgenommen werden können. 
Umgekehrt wollen wir aber auch nicht leugnen, dass aus aolcher 
prüfender Vergleichung der Mathematik gleichfalls Vortheil erwach- 
sen könne, und wenn wir es auch dahingestellt lassen, ob eine 
bestimmte philosophische Form der Entwickelung namentlich den 
höheren mathematischen Wissenschaften beso«iders förderlich sein 
möchte: so wird dieselbe doch höchst geeignet sein ihre allgemeinen 
Umrisse schärfer hervorzuheben und dadurch einmal zur Erledigung 
einzelner schwieriger Fragen (beizutragen, ganz besonders aber 
die der Analysis zu Grunde liegenden allgemeinen Wahrheiten aus 
dem ziemlich abgeschlossenen Kreise, dem sie gegenwärtig zugäng- 
lich sind, in das Bewusstsein aUer Gebildeten überzuführen. Und 
dann ist es das gemeinsame Oebiet der Naturwissenschaften, auf 
welchem sich Philosophie und Mathematik begegnen imd in denen 
es der besonnenen Handhabung heider mit der Zeit noch vorbe* 
halten sein dürfte, aus den empirisch vorliegenden Thatsadien die 
glänzendsten Resultate zu ziehen. 

Ich habe noch einem Einwände zu begegnen, welcher gegen 
die Evidenz der mathematischen Wissenschaften häufig gerichtet 
zu werden pflegt, nitolich dem, dass sie von Voraussetzungen 
auBgebe, der^ WahAeit auf areüier Empirie berabe. In 4er Tbtt 
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sind sowohl die Zahlengrössen , welche die Arithmetik , als auch 
die Formen des räumlichen Seins, welche die Geometrie betrachtet, 
Abstraktionen, die aus unserer Anschauung geschöpft sind. Es 
sind aber nur die allgemeinsten BegriiTe hiervon, welche die Ma- 
thematik Yoraussetzt, und abgesehen davon, dass ihr dieselben 
wohl jeder Vernünftige zugiebt, so erhebt sie ja auch durchaus 
nicht die Prätension jene Voraussetzungen demonstriren zu wollen, 
sondern beschränkt sich lediglich darauf ein System von Wahr- 
heiten zu liefern, welches aus der Annahme jener Voraussetzungen 
folgt. Mag man also die den letzteren zu Grunde liegenden Be- 
griffe nur fär blosse Formen der Vorstellung, unter welchen wir 
das Sein der Dinge uns denken, oder mag man sie als dem We- 
sen der Dinge selber angehörig ansehen — die Mathematik wird 
in gleicher Weise bestehen und sie würde selbst bestehen, wenn 
man die wirklichen Dinge nur für leeren Schein hielte, nur dass 
dann ihre Wahrheiten in eine gleichsam imaginäre Sphäre hinein 
gerückt würden, die aber wegen der ihr inwohnenden Wider- 
spruchslosigkeit und Schönheit des Namens xoafiog immer noch 
würdig bliebe. 

Dies gilt noch in einem ganz besonderen Sinne von der neue- 
ren Mathematik. Denn die Analysis des Unendlichen ist es, welche 
die mathematischen Wissenschaften zu einem in sich geschlossenen 
Systeme erhebt, zu einem wahrhaften Cyclus, in sofern die höch- 
sten Spitzen der Wissenschaft selber nur wieder das Zurück- 
versenken in ihre Anfänge sind, und die einfachen Grundgedanken, 
von denen man ausging, zu einem begriffsmässigen Ausdrucke 
bringen. Somit sind nun diese Voraussetzungen dem Geiste nicht 
mehr äusserlich, sondern vollständig in sein Bewusstsein hinein- 
genommen; sie sind als an ihnen selber wie aus einem schöpfe- 
rischen Processe herauserzeugt nun sein unvergängliches Eigen- 
thum und die Frage, ob Aeser schöpferische Process nur eine 
Nachschöpfui^j'^sei, d. h. also die Erscheinungen der wirklichen 
Welt dem Bemisstsein begriffsmässig aneigne, oder ob er, als bloss 
in unserer Einbildung sich vollziehend, aus dem Kreise des sub- 
jektiven Gedankens nicht heraustrete, — diese Frage würde, wie 
schon angedeutet, unbeschadet des Werthes, den die Mathematik 
als ein in sich geschlossenes System des Wissens hat, füglich un- 
beantwortet bleiben können. Aber sie gewinnt eine ungeheure 
Bedeutung dadurch, dass, wenn ihre Voraussetzungen in der Welt 



sich verwirklicht Torfinden und zwar dergestalt, dass sie als das 
Element von allem natürlichen Sein sich ausweisen — dass dann 
(lies System des Wissens eine Brücke bildet, welche uns den 
Uebergang zu der Erkenntniss der sinnlichen Welt bahnt. Die 
Analysis des Unendlichen ist nur erfunden worden, weil das An- 
erkenntniss des guten Rechtes dieses annehmen zu dürfen als ein 
unumstössliches Axiom in dem Bewusstsein ihrer Erfinder fest- 
stand: das reale Bedürfniss, Erscheinungen der wirklichen Welt 
zu begreifen, war es, welches sie in die abstrakten Höhen der 
Wissenschaft hineintrieb. 

Gleichwohl sind von Seiten der neueren Philosophie und na- 
mentlich von Seiten Hegel's Zweifel erhoben worden , welche der 
Mathematik das Recht, die Gesetze des natürlichen Seins ihren 
Formen unterzuordnen, zwar nicht absolut absprechen, aber es ihr 
doch nur innerhalb sehr beschränkter Grenzen gestattet wissen 
wollen. Bis jetzt ist diese Streitfrage durchaus nicht entschieden 
und zwar wohl darum, weil sie von beiden Seiten eigentlich noch 
nicht in einem ernsthaften Sinne aufgenommen worden ist; — 
Seitens der Hegerschen Philosophie nicht, indem in der That, 
soviel uns bekannt ist, nur ihr berühmter Urheber die rein ma- 
thematische Seite der Frage einer gründlicheren Discussion zu un- 
terwerfen versucht hat; — Seitens der Mathematik nicht, indem 
die bedeutendsten Analytiker diesen Versuch gar nicht beachtet 
und insofern vielleicht eine Entschuldigung haben, als er leicht 
in einer an Vorurthei^ streifenden Einseitigkeit durchgeführt er- 
scheinen kann. So ist es gekommen, dass beide Richtungen bis- 
her neben einander gingen und wohl in vereinzelten Reibungen 
ihre Gegensätzlichkeit bekundeten, aber noch nicht im heftigen 
Zusammenstosse ihre gegenseitige Berechtigung^ massen. Es dürfte 
wohl mit Recht für eine Anmassung gelten, eine Streitfrage, deren 
ernsthafte Aufnahme für die Entwicklung der Physik und Natur- 
wissenschaften Epoche machen wird, leichthin entscheiden zu wol- 
len, und die nachfolgenden Untersuchungen haben sich auch dieses 
Ziel nicht gesteckt. Sie sind zufrieden, wenn sie als ein Beitrag 
zu der Erledigung eines Punktes gelten, der für die Entscheidung 
allerdings einer der Ausgangspunkte ist. Sie sollen nämlich das 
Verhältniss feststellen, welches die Analysis des Unendlichen zu 
der logischen Entwickelung des Quantums einnimmt, d. h. also 
das hauptsächlichste Werkzeug, vermöge dessen die Mathematik 



sieb der Erkenntniss naiürlicber DiDge bemächtigeD zu können 
meint» einer philosophischen Kritik unterwerfen, und indem wir 
die Principien der Heget*schen Philosophie zu Grunde legen, so 
ist das Ergebnis» die vollsländige Uebereinstimmung zwischen der 
Analysis und Hegels logischen Bestimmungen.*) 



*) Wir wollen noch bemerken, dass wir öflers anf Hegels Wissenschaft der 
Logik verweisen und, da Verweisungen auf andere Werke nicht vorkommen, uns 
mit der blossen ABfübrnng der Seitenzahl begnügen. Dieselbe bezieht sich, um 
es ein für allemal zu sagen, auf den dritten Band der Gesammtaasgabe von 
Hegels Werken, Berim 1833, und näher auf den zweiteu Abscbuitt des ersten 
Theiles von der ,, Wissenschaft der Logik ,^* in welchem die Kategorieen der 
Quantität abgehandelt werden. 



]. 

Die logische Kntwlckelnng des BegrllTes der 

%aaiitität» 

Die Mathematik nimmt bekanntlich die Begriffe der Zahlen- 
grosse und der Raumgrösse oder, nvenn man lieber will, der discre- 
teu und der continuirlichen Grösse als Thatsachen der Anschauung 
auf und lässt es sich durchaus nicht einfallen ihre Wirklichkeit 
erst zu demonstriren. Indem wir uns aber vorgeietst haben das 
Verhäitniss zwischen Logik und Analysis festzusteUeu, so dArfle 
es, um einen festen Ausgangspunkt für die Untersuchung zu ge* 
winnen, unumgänglich sein in möglichster Kürze die philosophische 
Construktion jener Begrifife zu geben. Dieselbe soll durchaus di^ 
in Hegels grosser Wissenscliaft der Logik entwickelten Principio« 
zu ihrer Grundlage haben und eigentlich eine blosse Aufnahme 
des Wesentlichsten sein, was zum Verständniss nicht woU enl* 
behrlich schien. 

Die Logik beginnt mit dem allgemeinen Sein, welches sowohl 
nach aussen als nach innen hin ^Ue Vermittelung und Unterschei- 
dung abgestreift hat und somit in seiner gänzlichen Farhlosigkeit 
und Leerheit an ihm selber in das Nichtsein umschlägt. Das 
Nichtsein ist die allgemeine Negation, die sich gleichfalls auf kei- 
nen bestimmten Inhalt bezieht, sondern vielmehr die Abstraktion 
von aller Bestimmtheit enthält. Somit ist es selber nur dasjenige, 
was bleibt, wenn man alle Bestimottheit wegdenkt, d. h. es ist 
identisch mit dem allgemeinen Sein, welches sich durch alles be- 
stimmte hindurchzieht. Diese Einheit von Sein und Nichtsein, 
welche hier noch ganz abstrakt und weiter gar nicht bestimmbar 
erscheint, ist es, deren Entfaltung zu immer reicheren und con- 
creteren Formen des Denkens die Logik verfolgt. 

Zunächst nun kann sie nur in der Form der Unmittelbarkeit 
und mithin des Seins auftreten. Denn wir haben ja eben gese- 
hen, wie das Unmittelbare nur als Sein gedacht werden kann. 
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Bemerken wir daher, dass die Einheit von Sein und Nichtsein uns 
den Begriff der Bestimmtheit giebt, welche ja schon dem ge- 
wöhnlichen Bewusstsein als Sein mit einem Nichtsein gilt*): so 
folgt als das erste wesentliche Resultat der logischen Entwickelung, 
dass sich die Bestimmtheit unter der Form des Seins oder als 
von dem Sein unabtrennbar ergeben muss. In dieser ihrer Un- 
abtrennbarkeit von dem Sein liegt es, dass ihre Veränderung nicht 
anders geschehen kann, als indem das Sein mit in dieselbe hinein- 
gerissen wird. So ist sie die dem Sein inwohnende unveränder- 
liche Bestimmtheit — Qualität oder qualitative Bestimmtheit. Die 
qualitative Bestimmtheit z. ß. des Begriffes „Wiese*' ist der Inbe- 
griff alles dessen, wodurch sie Wiese ist und nicht Feld, Wald 
oder dergleichen mehr, und kann also von dem „Wiese sein** gar 
nicht abgetrennt werden. 

Das qualitative Sein hat nun seine concrete Verwirklichung 
in dem Verhältniss zwischen „Etwas** und „Anderes,*' in welchem 
die beiden Momente des Seins und Nichtseins, ohne dabei jedoch 
aus ihrer Einheit mit einander herauszugehen, zu sich gegenüber- 
stehenden, gleichberechtigten Ganzen geworden sind, ihre gleiche 
Berechtigung liegt schon darin angedeutet, 4ass es uns vollkom- 
men gleichgültig erscheint, ob wir das Eine von zweien als Etwas 
und das zweite als (dessen) Anderes, oder das zweite als Etwas 
und das erste als (dessen) Anderes bezeichnen. Das Wesentliche 
ist also die wechselseitige Beziehung von Etwas und Anderes, 
vermöge deren keines ohne da& andere gedacht werden kann. 
Zunächst steht nun das Etwas dem Andern so gegenüber, dass 
es seine Bestimmtheit als in diesem Andern hat; es ist das Nicht- 
sein des Andern. Aber indem es so seine Bestimmtheit durch 
ein ihm Aeusserliches findet, erweist es seine Unfähigkeit sich 
aus ihm selber heraus zu bestimmen und zu seinem affirmativen 
Sein emporzuheben, und diese Unfähigkeit ist die ihm inwohnende 
Schranke > welche es nicht zur Verwirklichung seines eigenen Be- 
griffes kommen lässt, ist der Grund, um dessen willen es dem 
Eindringen des Andern keinen nachhaltigen Widerstand entgegen- 



*) Z. B. ein Gegenstand ist nur dadurch dieser bestimmte, dass er die 
übrigen von sich ausschliesst und also ein solches Sein ist, welchem alles^ was 
nicht mit ihm zusammen geht, von sich abwehrt oder negirt, d. h. das Nicht- 
sein dieses anderen Seins, enthält. 
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setzen kann und mithin der VergSnglicbkeit preisgegeben ist, — 
ist seine Endlichkeit. Dieser innerliche Widerspruch, in welchem 
das Sein der endlichen Dinge, als von aussen her bestimmt, dar- 
in besteht, den Keim ihres Unterganges in ifinen selber zu haben, 
hat jedoch nicht das Zurücksinken in das reine Nichts zur Folge : 
er weist vielmehr auf eine solche höhere Form des Seins zurück, 
welches als die Erhebung über seine Schranke die Macht hat sich 
aus sich selber zu bestimmen und darum auch in der Berührung 
mit seinem Negativen erhalten bleibt. Seine Beziehung auf das 
Andere ist nämlich eine solche Bewegung seiner selbst zu ihm 
hm, in welcher es sich nicht in das Andere hinein verliert, son« 
dern sich aus ihm heraus in sein eigenes affirmatives Sein wieder 
zurücknimmt. Ein solches Sein ist das unendliche Sein und in 
weiterer Entfaltung das Fürsichsein. 

Indem es uns nur auf die Aufnahme und nicht di^ tiefere 
Begründung des für unsern Zweck Unentbehrlichen aus der Logik 
ankommen kann, so dürfte es nicht unangemessen sein die nähere 
Erörterung des Fürsichseins an ein concre.tes Beispiel anzuknüpfen; 
es ist naturlich, dass dieses viel mehr enlhalten muss, als die 
farblose logische Kategorie; aber wir werden bemüht sein nur 
dasjenige hervorzuheben, was den Grundcharakler der letzteren 
bezeichnet. 

Die höchste Sphäre, in welcher sich das Fürsichsein verwirk« 
licht, ist das Selbstbewusstsein. Das Bewusstsein im Allgemeinen 
enthält eine solche Thätigkeit des Denkens, vermöge deren es sich 
in der Vielheit der äusserlichen Dinge nicht verliert, sondern 
vielmehr dieselben gleichsam in sich hineinsenkt und so inmitten 
der Verwickelung mit seinem Negativen bei sich bleibt. So ist 
es die Bewegung des unendlichen Seins in das Andere hinein, 
aus welchem es sich wieder in sein eigenes Sein zurücknimmt. 
Aber das Andere, welches wir zu dem Objekte unseres Wissens 
erheben, hat noch den Mangel selber ein Endliches zu sein; es 
ist ein rein Aeusserliches und so dem Denken gegenüber mit dem 
Charakter der Zufälligkeit behaftet. Dieser Mangel wird aufgeho- 
ben, wenn der Geist sich selber zum Objekte seines Wissens 
macl)t, wenn er in Form des Selbstbewusslseins auftritt. Indem 
so der Geist sich selber gegenständlich wird , so ist er für sich, 
und sein Fürsichsein ist mithin, dass er in solcher Selbsverobjek- 
tivirung sich von sich selber abstösst, und aus diesem negativen Thun 
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als innere SelbsIvermiUelung in gesteigerter Weise herrorbriclit 
Die beiden Momente nun dieser Selbstv^mittelung, da» wissende 
Sabjekt und das gewusste Objekt, stehen einander nicht mehr 
wie Unendliches und Endliches gegenöber, sondern sie sind iden- 
tisch: das Subjekt ist selber nur das subjektivirte Objekt und das 
Objekt ist das objektivirte Subjekt. Damit ist eigentlich jede Seite 
an ihr selber das Ganze, und werden wir also dazu getrieben 
dieses zunächst nur als Anlage vorhandene VerhäUniss wirklich ni 
setzen. Dieses geschieht, indem wir Selbstbewnsstes denken, und 
in der That liegt es in der Natur des Selbstbewusstseins in eine 
Vielheit von Selbstbewussten , von Ichs auseinander zu gehen. 
Diese Selbstbewussten erscheinen zunächst als unterschieden, ah 
einander abstossend, ausscbliessend, weil sie aus dem innerlichen 
sich von sich selbst Repelliren, sidi selbst Verobjektiviren de« 
SelbstU^sstseins hervorgegangen sind. So sind sie die „repel- 
Hrenden Eins,'^ in welche nach Hegel das Fursichsein sich anf- 
löst. Aber als solche können sie sich nicht behaupten: denn so 
gewiss ihre negative Beziehung auch vorhanden ist, ebenso gewiss 
ist diese in der Identität ihres Inhaltes wieder aufgehoben, und 
muss ihre Repulsion in eine solche Beziehung umschlagen, in 
welcher sie sich nach ihrer identischen Natur gegen einander ver- 
halten oder als die „attrahirenden Eins*' sind. Dies ist der tiefere 
Grund für alle Gemeinschaften denkender oder selbstbewussler 
Wesen, wie sie im Staate, in der Kirche und anderen Verbänden 
sich gebildet haben. Umgekehrt gebt ihre Attraktion gleich wie- 
der in ihre Repulsion über, weil es ein Widerspruch sein würde 
eine Beziehung total identischer zu setzen und so mit ihrer Be- 
ziehung zugleich ihr Unterschied, ihre Repulsion gesetzt ist. 

Wenn wir nun unsere Ausführung in streng logischer Form 
zusammenfassen, so liegt es in dem Begriffe des Färsich- 
seins sich weiter zu Färsichseiendem oder zu Hegels „Eins*' zu 
entfalten. In dem Eins treten die beiden Momente des Fürsieh- 
8eins> welche die in ihm enthaltene innere Vermittelung aufzeigen 
(niiblich idas „Für eines sein" und das ^Für sich sein'^) unter 
den höheren Formen der Repulsion und Attraktion auf. Indem 
nun aber diese beiden in einander übergehen, so haben wir da$ 
Eins, wie es sich von ihm selber repellirt, aber doch nur in ein 
identisches Eins umsetzt, oder wie es auf die anderen Eins als 
ihm selber identische sich bezieht, aber dennoch in aoldier Be- 
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Ziehung »is gesondertes Eins auftritt, indem mm so die vielen 
Eins als einander identisch dieselbe Bestimmtheit enthalten, aber 
gleichwohl als unterschieden aus einander gehalten werden müssen^ 
so haben wir in ihnen ein solches Sein, welches über sidb selber 
hinausgeht, ohne darum seine Bestimmtheit zu verändern. Die Un- 
ahtrennbarkeit der Bestimmtheit vom Sein ist also aufgehoben: 
die Bestimmtheit ist dem Sein äusserlich geworden und kann ver- 
ändert werden, ohne das Sein selber uiil in diese Veränderung 
hineinzureissen. Dies ist es, was den Charakter der quantita- 
tiven oder der Grössenbestimmlbeit constiluirt, und wir sind hier- 
bei auch mit dem gewöhnlichen Bewusst&ein in Uebereinstimmung« 
Ein Gegenstand kaftn unaufhörlichen Schwankungen der Grösse 
unterworfen sein, ohne deshalb ein qualitativ Anderes zu werden, 
z. B. eine Wiese kann grösser oder kleiner werden, ohne darum 
aufzuhören eine Wiese zu bleiben. Das quantitative Sein hat dem- 
gemäss seine Bestimmtheit darin, dass es gegen seine Grenze sich 
vollkommen gleichgültig verhält; es ist die absolute Variabilität 
seiner selbst, in welcher es gleichwohl sicli selber erhält, so dass 
seine Qualität darin besteht, in seinem Aussersichkommen, in 
seinem Anderswerden beständig in einfacher Gleichheit mit sich 
selber zu bleiben. 

Dieses vorausgesetzt hält es nun nicht mehr schwer den logi* 
sehen Faden weiter fortzuführen und den Begriff der Quantität 
als das Endergebniss der bisherigen Dialektik zu erkennen, und 
zwar in denselben beiden Formen, unter welchen sie in allen 
Lehrbüchern der Mathematik aufgeführt zu werden pflegt. 

Indem die repellirenden Eins des Fui^sichseins , welche die 
ausgeschlossenen Eins von sich abwehren, in diesem ihren nega- 
tiven Verhalten nicht bestehen können, sondern an ihnen selber 
in die attrahirenden Eins umschlagen, so ist das Resultat wegen 
der unendlichen Vielheit der Fürsichseienden eine nach aussen 
hin unbegrenzte Einheit, in welche die Fürsichseienden!, die 
Eins, nicht mehr als wirklich, sondern nur noch der Möglichkeit 
nach eingehen, — die continuirliche Quantität oder der allgemeine 
unbegrenzte Raum. Indem die Getrenntheit der Eins in solchem 
nur noch ideell vorhanden ist, so sind sie zu blossen Punkten 
herabgesunken, deren Sein von einander nicht gesondert werden 
kann, sondern sie fliessen der eine in den anderen über, so dass 
jeder Punkt in seinem Aussersichkommen in abstrakter Idea« 
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tität mit sich selber bleibt , • lediglich sich selber fort continuirt. 
Dies ist die wesentlichste Bestimmung der räumlichen Quantität 
und wird mit dem Namen ihrer Continuität bezeichnet. Es ist 
aber wohl zu beachten, dass die räumliche Quantität sich als die 
Aufhebung der Repulsion der Eins ergab und dieselbe daher 
wenn gleich als aufgehoben , noch enthalten muss. In der That 
ist allenthalben im Räume die Möglichkeit gegeben einen jeden 
Raumpunkt für sich zu fixiren, d. h. als aus seinem Zusammen- 
hange mit den übrigen herausgerissen für sich zu bestimmen. 
Bezeichnen wir nun das Sein eines Eins, mithin hier eines Punk- 
tes, wenn es als für sich besonders auftritt, mit dem Namen 
seiner Discrelion, so können wir die continuirliche Quantität als 
•die Einheil von Discretion und Continuität bezeichnen, welche 
indessen vorwiegend unter der Bestimmtheit der Continuität ge- 
setzt ist und das Moment der Discretion nur noch als aufgehobe- 
nes enthält. 

Indem die continuirliche Quantität den Mangel hat, dass die 
Discretion in ihr nicht zur vollen Geltung kommen kann, sondern 
ein blosses Sollen bleibt, so ist hierin die Nöthigung entlialteu 
zu dem Gedanken einer solchen Quantität fortzugehen, in welcher 
dieses Sollen sich als reale Wirklichkeit gesetzt hat. Der Begriff 
dieser Quantität ist eigentlich schon in der vorhergehenden Ent- 
wicklung des Fürsichseins enthalten. 

Nämlich indem , wie wir gesehen haben, auch die attrahiren- 
den Eins als solche sich nicht behaupten können, sondern an 
ihnen selber sich als repellirende zeigen, so erhalten wir wiederum 
eine unbegrenzte Vielheit von Eins, in welcher jedoch die Eins 
als unterschieden wirklich herausgesetzt sind^ und dagegen ihre 
Attraktion nur noch idealiter vorhanden ist. Dieses Verhältniss 
findet seine Verwirklichung in der allgemeinen (unendlichen) Zah- 
lenquantität oder der discreten Quantität. Dieselbe ist somit der 
CompJex der unendlich vielen Eins als von einander unterschiede 
ner, und diese Unterschiedenheit der Eins ist nach dem Vorigen 
ihre Discretion. Die qualitativen Eins aus dem Fürsichsein her 
haben sich nunmehr in die discreten Zahlen-Eins oder, wenn man 
diesen Begriff hier anticipiren will, in Einheiten umgewandelt. *) 



♦) Wenn wir weiter unten schlechthin von „Eins" sprechen, so verstehen 
wir darunter nicht mehr die qualitativen Eins aas dem Fürsichsein her, son- 
dern die discreten Eins, welche das Element der Arithmetik bilden. 
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Indessen kann gleichwohl auch in ihnen das Moment der Con- 
tinuität aufgezeigt werden, indem sie wohl von einander getrennt, 
aber doch immer mit einander identisch sind, und fe^^ner indem 
sie sämmtlich als Momente an einer unbegrenzten Einheit gesetzt 
sind und somit die Beziehung auf einander noch nicht ganz ver- 
loren haben können. Die discrete Quantität ist daher gleichfalls 
die Einheit von Continuilät und Diseretion ; — aber allerdings bat 
sich die Diseretion auf Kosten der Continuität verwirklicht, indem 
die letztere in der Gleichheit und Identität der Eins wohl noch 
angedeutet, aber doch in der Geschiedenheit derselben als ge- 
brochen erscheint. 

Was sich ergeben hat, ist nun, dass die Quantität, unter 
welcher ihrer beiden Formen sie auftrete, die beiden Momente 
der Diseretion und Continuilät enthält, aber dergestalt, dass Con- 
tinuität und Diseretion eine Einheit bilden, in welcher das eine 
Moment das andere zur blossen Idealität herabdruckt. Beseitigen 
wir diesen Mangel und setzen dasjenige Moment, welches bisher 
nur als ideal, afs ein blosses Sollen hervortauchte, nunmehr als 
in die Wirklichkeit übergetreten: so erhalten wir eine continuir- 
liche Quantität, welche zugleich discret, und euie discrete Quan- 
tität, welche zugleich continuirlich ist — dies ist nichts anderes 
als die begrenzte Quantität oder das (bestimmte) Quantum. Näm- 
lich die continuirliche Quantität kann nur dadurch, dass ihr con- 
tinuirlicher Fluss unterbrochen oder begrenzt wird, zu einem sich 
auf sich selbst beziehenden discreten Eins werden. Ferner die 
discrete Quantität hat schon das Moment der Continuität an ihr 
selber, in sofern die sich besondernden Eins in einer unbegrenz- 
ten Einheit zusammengehen : aber indem diese Einheit unbegrenzt 
sein soll, wird der Zusammeuschluss der discreten Eins illusorisch 
und in einen endlosen Progress hinausgerückt. Um also das 
Moment der Continuität in Wahrheit zu setzen, müssen wir auch 
die discrete Quantität begrenzen und mitbin eine endliche Menge 
ihrer Eins zusammenfassen. 

So führt in J)eidett Fällen die dialektische Entwickelung mit 
Nothwendigkeit auf den Begriff der begrenzten Quantität zurück 
und insofern der Sprachgebrauch hierfür den Namen „Quantum" 
gestattet, auf den BegrilT des (bestimmten) Quantums. Das 
Quantum ist demgemäss der zur Auflösung gekommene Wider- 
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sprach von ContinuiUt und Discretion oder die yerwirklichte Eki- 
hetit beider entgegengesetzten Bestimmungen. 



2. 

Die Katwickelan^ des henilmmtem %a*Atam0« 

(Gruppirnng und allgemeine Charakteristik der mathematiscben Disciplinen.) 

Die niedrigste Stufe des bestimmten Quantums ist die be- 
grenzte continuirliche Quantität oder das räumliche Quantum um 
desswillen, weil in solchem das Moment der Discretion allerdings 
eine reale Existenz gewonnen hat, aber doch immer nur eine be- 
schränkte, indem es in voller Bestimmtheit nur nach aussen hin 
sich ausprägt, wo der continuirliche Fluss des Quantums plotzh'ch 
abgeschnitten erscheint. Seine Grenze*) stellt sich darum als ein- 
fache, aber unterbrochene Einheit dar und ist, weil sie nicht dardi 
sein ganzes Sein deutlich herausgesetzt ist, dem Begriffe des be- 
stimmten Quantums nicht adäquat, welches durch und durch als 
die vermittelte Einheit seiner widersprechenden Bestimmungen ge- 
fasst werden muss. Das findet schon viel mehr in der begrenzten 
discreten Quantität statt — in der Zahl. Hier erscheint die Grenze 
nicht mehr als einfache, in einem Fluss verlaufende Einheit, son- 
dern als gegliederte Einheit, das ist als Einheit von Vielen, als 
Vielheit. Jedes der Eins, aus denen eine Zahl besteht, macht in 
gleicher V^eise diese (bestimmte) Zahl voll, weil sie alle durdraus 
mit einander identisch sind und keines mehr Becht als das andere 
beanspruchen darf. Diese ihre Gleichheit schliesst sie zu einer 
Einheit von Vielen zusammen, welche man gewöhnlich als Anzahl 
bezeichnet, in welcher die Zahl jede andere von sich ausschliesst 
als in einer gleichsam gegliederten Grenze, welche das Quantum 
nicht bloss nach aussen hin, sondern auch in ihm selber unter- 
scheidet. Hiernach ist die Zahl sowohl Einheit als Vielheit oder 



*) Die Grenze von Ktwas ist seine neslimmlheit gegen das Andere und, 
da Etwas nur ist, insofern es gegen das Andere bestimmt ist^ so fällt das Sein 
des Etwas ganz nud gar in seine Grenze hinein. Die Grenze eines räumlichen 
{Quantums ist daher die TotalHät seines flussigen Verlaufes, innerhalb dessen es 
den fibrigen Baum von sich ausschliesst. Die unmittelbare Einfachheit, der ru- 
hige Verlauf dieser Grenze wird in der Tbat nur in ihren dussersXen Schichten 
estört, w sie mit dorn amgebenden Raum geradezu in Berülirung kommt. 
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vielmehr sie hi die Einheit von Einheit und Anzahl, welche als 
Einlieit <;ontiauirli€h und als Vielheit discret ist. 

Der Unterschied des continuirlichen und des discreten he- 
slimmten Quantums wird noch schärfer hervortreten, wenn die 
Disciplinen, welche dieselben zu ihrem Gegenstande haben , näher 
ins Auge gefasst werden. Die Geometrie hat die I^aumgrösse zu 
ihrem Objekte und also die Beziehungen hervorzuheben, in wel- 
cher räumliche Quanta gegen einander fär unsere Reflexion er- 
scheinen. Indem aber die Einfachheit des ruhigen Verlaufes der 
continuirlichen Grössen eine durchgreifende Unterscheidung nicht 
zulässt, so trifl^t dieselbe lediglich ihre gegenseitige Begrenzung, 
in welcher als in der Unterbrechung jenes Verlaufes das Moment 
der Discretion sich markirt heraussetzt. Demgemäss ist die geo- 
metrische Erkenntniss darauf beschränkt, die blosse Ausdehnung 
des Zusammenhanges, welcher zwischen geometrischen Gebilden 
stattfindet, im Aligemeinen anzugeben, oder dieselben als gleich 
oder ungleich auf einander zu beziehen, in welche Vergleichnng 
sie ja aber auch nur als die respektiven Totaleffekte ihrer Aus- 
dehnungen einzutreten vermögen. So wird allerdings nachgewie- 
sen , dass ein Dreieck durdi zwei Seiten und den eingeschlossenen 
Winkel vollständig bestimmt ist — aber die eigentliche Natur 
dieser Bestimmtheit, die Natur des Zusammenhanges, welchen die 
übrigen Stücke des Dreieckes mit den gegebenen haben, wird uns 
nicht erschlossen. Die gerühmte Anschaulichkeit der Geometrie 
ist darum eigentlich kein unbedingter Vorzug, indem sie um den 
Preis einer rein äuaserlichea nur -die Oberfläche der Sache strei- 
fenden Einsicht erkauft wird. Dies Zugeständniss enlhält jedocli 
keine Herabsetzung der Geometrie: dieselbe prätendirt keine hö- 
here Erkenntniss zu geben, als sie wirklich giebt und diejenige, 
welche sie giebt , giebt sie in so vollkommener Weise, als man es 
irgend nur wünschen kann* 

Die acht wissenschaftliche Erkenntniss des bestimmten Quan- 
tums beginnt erst da , wo der Unterschied und der Widerspruch, 
welchen es in dem Momente der Discretion an ihm selber hat, 
durch sein gesammtes Sein hindurch deutlich herausgesetzt ist, 
und die Spitze dieses Widerspruchs nicht dadurch > dass sie in 
einen coutinuirlichen Fluss gleichsam hineingewickelt ist, an der 
UoähüUung erlahmend vergeblich durchzubrechen strebt. In der 
Arithmetik ist solche Erkenntniss. Hier handelt es sich nicht u«l 
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die blosse Ausdehnung des Zusammenhanges zwischen Zablen- 
grössen, sondern da die Begrenzung der Zahl sich durch ihr ge- 
sammtes Sein als innerliche Selbstvermittelung hindurchzieht, so 
kann die Beziehung, in welche Zahlen durch den reflektirenden 
Verstand eintreten, keine bloss oberflächliche bleiben,, sondern 
muss die volle Totalität ihres Begriffes treffen. 

Diesem Kreise des Wissens gehören zunächst die combina* 
torische Analysis und die Lehre von den Rechnungsoperationen 
an, welche beide noch die rein äusserliche Beziehung der Zahlen 
zu einander als Grundlage haben und daher in ihrem Gange noch 
viel Analoges mit der Anschaulichkeit der geometrischen Construk- 
tion besitzen. Die Combinatorik bezieht sich lediglich auf die An- 
ordnung gegebener Elemente, welche sonst willkürlich sein kön- 
nen, aber, welche Natur ihnen auch zukomme, auf diesem Ge- 
biete lediglich als einfache Eins gelten, um deren Zusammen- 
stellung es sich handelt. Die Rechnungsoperationen , welche sich 
theilweise auf combinatorische Operationen zuräckführeu , theils 
selber wieder für die Theorie jener die Voraussetzung bilden, ent- 
halten den wesentlichen Fortschritt, dass sie nicht das unbestimmte, 
gegen seine specielle Natur gleichgültige Eins, sondern das dis- 
crete zu dem anderen sich identisch verhaltende Eins zu ihrem 
Principe haben und daher nicht mehr eine blosse Zusammenstel- 
lung von beliebigen Elementen, sondern eine wirkliche Zusammen- 
stellung von Zahlelementen fordern. Die Entwicklung der Grund- 
operationen wird an geeigneter Stelle folgen; hier mag vorläufig 
noch bemerkt werden, dass sie hauptsächlich die Bedeutung ha- 
ben die allgemeinen Formen (z. B. Summe, Produkt u. s. w.) zu 
deduciren, unter welche die weitere mathematische Erkenntniss 
sich stellt, und nach dieser Seite hin gehen sie in die Algebra 
über, welche die Bewegung des Quantums innerhalb dieser For- 
men zu seiner eigenen Bestimmtheit hin zum Objekte hat. 

Die eigentliche Wissenschaft der Arithmetik ist jener Zweig 
der Mathematik, welchen man unter dem Namen der Zahlentheorie 
begreift. Wegen der Schwierigkeit dieser Disciplin, welche sich 
in dem strengen meist apngogischen Gange ihrer durchaus eigen- 
thümlichen Beweisart wiederspiegelt, kann es nicht befremden, 
wenn sie bis jetzt viel weniger als die Geometrie und die Algebra 
ausgebildet ist. Von den Indiern sind uns ihre Elemente im 3. 
oder 4. Jahrhundert nach Christi Geburt durch Diophantes über- 
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liefert und, nachdem sie lange Zeit in Vergessenheit gerathen, erst 
in neuerer Zeit weiter entwickelt worden. Der Grund dieser b%- 
merkenswerthen Erscheinung wird sogleich einleuchten, wenn wir 
das Princip der Arithmetik näher ins Auge fassen. 

Der Gegenstand der Arithmetik ist die rationale Zahl, und sieÜ 
umfasst also das Gebiet aller Zahlhestimmungen, welche in endlicher 
Weise aus dem discreten Eins, als dem Elemente der Arithmetik, 
sich ableiten und mithin ohne die Aufgabe dieses Principes sich 
begreifen lassen. Indem sie daher die mannichfaltigen Beziehun- 
gen betrachtet, vermöge deren die discreten Eins in eine Zahl 
hineingehen, die Zahl aber lediglich durch diese Beziehung der -0 
discreten Eins zu ihrem Sein als Zahl zussfmmengeschlossen wird, 
so ist es geradezu das Wesen der Zahlen, die innerste Natur ih- 
rer Bildung, welche die Wissenschaft zu erfassen sich hier das 
Problem gestellt hat. Was sie aber hierdurch an Interesse ge- 
winnt, das erhöht ihre Schwierigkeit. Sie erfordert einen sehr 
hohen Grad von Abstraktion, weil das discrete Eins, indem es 
auf diesem Gebiete noch als letzter Grund der Zahlbestimmtheit 
erscheint, den Charakter der Unmittelbarkeit des ruhigen in sich 
beschlossenen Seins an sich trägt. So in der ihm eigenthüm- 
lichen Sprödigkeit yerleiht es den Zahlen eine gewisse Unbeweg- 
lichkeit ihrer Gliederung, welche, indem sie den Prozess ihres 
Werdens verschleiert, nur schwer in den Prozess des Denkens 
hineingeht; und dass dies überhaupt nur möghch ist, hat seineu 
Grund darin, dass die Zahl, wie starr immer ihre Gliederung in 
die discreten Eins ausgeprägt sei, doch immer ihre Glieder als 
identisch umfasst und daher wenigstens die beliebige Versetzung 
derselben gestattet. Dem entsprechend sind die Fundamental- 
sätze der gesammten Zahlenthcorie die folgenden beiden Theoreme: 
„Die Ordnung der Summanden, aus denen sich eine Zahl zusam- 
mensetzt, ist gleichgültig'' und: „Die Ordnung der Faktoren ist 
gleichgültig.*' 

Heben wir noch einmal die Hauptmomente der bisherigen 
Entwickelung hervor, um die Nothwendigkeit eines weiteren Fort- 
gangs zu zeigen. 

Das räumliche Quantum halte nur eine Begrenzung gegen an^ 
dere, und nach innen hin wird durch den in einander verschwim- 
menden Fluss seiner Punkte, welche den Eins der Arithmetik ent- 
sprechen, der Unterschied oder die Bestimmtheit in ihm selber 
Schwarzes Mathematik der Physik. % 
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ZU einer impliciten herabgesetzt, .welche in ihrer Unmittelbarkeit 
^ trag bezeichnet werden kann oder als unmächtig sich durch 
eigene Kraft zu reahsiren. Dieses war der Grund , weshalb die 
Geometrie die räumlichen Quanta nur nach ihrer Bestimmtheit ge- 
#gen einander herauszuheben und sie deshalb nicht zu messen, son- 
dern höchstens zu vergleichen vermag. Allein wenn auch das Raum- 
quantum seinem Begriffe nach die volle Discretion oder Bestimmt- 
heit an ihm selber zu haben nicht erfüllen kann und in seinem 
ruhigen Verlaufe der Bewegung in dieses sein Sollen hinein ent- 
behrt — die wissenschaftliche Betrachtung darf es nicht in die- 
^ ser Trägheit belassen und um es nach seinem Begriffe zu fassen, 
inuss sie das Princip des discreten Eins hineintragen, d.h. sie 
muss es als eine Menge von Eins begreifen oder, wie es in um- 
fassender Weise in der geometrischen Analysis geschieht, zur Zahl- 
bestimmtheit erheben. Freilich ist es nicht die eigentliche Ent- 
wicklung der Sache, es ist die That unserer Reflexion, welche 
diese Umwandelung vollfuhrt -— aber abgesehen davon, dass iö . 
den höheren realen Gebieten z. B. der Bewegung sich dieser Fort- 
schritt des logischen Gedankens auch objektivirt, so liegt es in 
tier Trägheit der Raumgrösse, dass sie solchem Beginnen keinen 
Widerstand entgegensetzt, und weiter ist das Quantum der ana- 
lytischen Geometrie jedenfalls d^s logische Prius des realen Raum- 
quantums, welches aus seiner Voraussetzung unter allen Umstän- 
den wieder herstellbar sein muss. Die analytische Geometrie hat 
in ihrem Fortgang sich dessen zu versichern, dass ihr Quantum 
die beständige Rückkehr zum Reumquantum zulässt, und die Ver- 
änderung, die sie mit diesem letzteren vornimmt, hat nur die 
Bedeutung, dasjenige aus dem Begriffe zu deduciren, was als ru- 
hige Unmittelbarkeit uns vorliegt. 

Das discrete Quantum hat die volle Bestimmtheit an sich; 
•aber diese Bestimmtheit entbehrt in ihrer starren Ausgeprägtheit 
noch zu sehr des continuirlichen Flusses. Das spröde, sich iso- 
lirende Eins erscheint als der absolute Gegensatz des verfliessen- 
-den Punktes. Aus dieser Einseitigkeit ergiebt sich die Nothwen- 
digkeit ein Zahlquantum zu denken, welches den Fluss eines con- 
tiDuirtichen Verlaufes in seine spröde Natur hineingenommen hat. 
dieses ist nur dadurch möglich, dass wir die Zahl aus ihrer Iso- 
lirtheit herausreissen und in einen Fluss hineinversetzen, in wel- 
K^em sie zum blossen Momente herabsinkt, als Verfliessungspro- 
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dukt erscheint — wir müssen also von der Zahl zu dem Begriffe 
der Funktion fortschreiten, insofern, was wir voriäufig anticipiren, 
in demselben wirklich die angedeuteten Bestimmungen nachgewie- 
sen werden können. Wenn nun der Begriff der Funktion sich al^ 
dasjenige zeigen sollte, was die Zahl, begrilTsmässig gefasst, wird, 
so sieht man leicht ein, wie die Theorie der Funktionen die ge- 
sammte Arithmetik enthalten und der Fortschritt des Wissens auch 
hier wiederum eine tiefere Auffassung schon bekannter Wahrhei- 
ten begründen muss. 

Ziehen wir von den vorstehenden Entwickelungen das ab, 
was unserer Reflexion angeliort und beschränken uns auf den rein 
logischen Inhalt, so hat sich ergeben, dass eben so sehr das con«^ 
tinuirliche, als das discrete Quantum in Folge der mangelhaften 
Verwirklichung ihres Begriffes über sich selber hinausweisen. Die 
Raumgrösse fordert den Gedanken eines solchen continuirlichen 
Quantums, welches die Unterscheidung, die Selbstbegrenzung durch 
sein ganzes Sein herausgesetzt hat, und die Zahl treibt zu dem 
Begriffe eines solchen ebenfalls nodi discreten Quantums, dessen 
Spröde sich in dem Flusse eines continuirlichen Verlaufes gebro- 
chen hat. In beiden Fällen haben wir also im Grunde ein und 
dasselbe Quantum, nämlich ein solches bestimmtes Quantum, wel- 
ches Discretion und Continuität im vollkommensten Gleichgewichte 
vereinigt, welches discret-continuirliches oder continuirlich-discr^- 
tes Quantum ist — das Quantum, welches der Gegenstand der 
Analysis und näher des höheren Calcüls ist Auf diesem Stande 
punkte sind also das discrete und continuirliche Quantum in eine 
vollständige Einheit zusammengegangen und verschwindet der Un- 
terschied zwischen Geometrie und Arithmetik. In der That ist 
es in der Analysis zulässig j^ede Funktion (einer Veränderlichen) 
sich als Curve und jede Curve sich als Funktion vorzustellen, und 
was von Funktionen im Allgemeinen gilt, auf Curven, und was 
von Curven im Allgemeinen dargetban ist, auf Funktionen zu 
übertragen. 

Wir bemerken v<>rläufig, dass die Analysis eine ähnliche Ent«* 
Wickelung haben wird., wie die Wissenschaft vom Quantum. Zu- 
nächst 'handelt es sich darum aus dem discret-continuirlichen Quan- 
tum heraus die Continuität zur Darstellung zu bringen — das ist 
das Problem der Differentiah^echnung, und weiterbin ist zu unter- 
suchen , wie es aus mnem oontinwrliicbQn Flusse heraus aidb in 
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die Discretion hineinbewegt — das ist das Problem der Inte- 
gralrechnung« Jedem also der höhere Calcül eigentlich die be- 
stimmenden Grundprincipien alles quantitativen Seins, die Continui- 
tät und Discretion, in der analytischen Formel zu einem adäquaten 
Ausdrucke bringt, so liegt hierin schon die Möglichkeit, aus ihm 
heraus zu den anderen Formen des bestimmten Quantums, welche 
noch unter der vorwiegenden Bestimmtheit eines dieser Principien 
gesetzt sind, zurückgehen zu können,' und wirklich fallt es nicht 
schwer, jedes geometrische Theorem , z. B. den Pylhagoräer, aus 
der höheren Rechnung zu begreifen. Auch zwischen der Zahlen- 
theorie und der höheren Analysis, besonders der Integralrechnung, 
deuten die neuesten Untersuchungen unwidersprechlich auf das 
Bestehen eines innigen Zusammenhanges hin, ohne dass man 
gleichwohl bis jetzt ihn nach seiner rollen Bestimmtheit zu ent- 
wickeln im Stande gewesen ist. — Indess ist durch die bisheri- 
gen Bestimmungen über den höheren Calcul sein Wesen durchaus 
noch nicht erschöpft; vielmehr da auf dem Boden der Analysis 
der Unterschied zwischen Continuität und Discretion verschwunden 
ist, so wäre dem Begriffe der Sache Hoch nicht Genüge geschehen, 
wenn wir die Differential- und Integralrechnung bloss als den ein- 
seitigen Ausdruck dieser Bestimmungen gelten Hessen. Vielmehr 
überall, wo es sich um allgemeine Untersuchungen über die Na- 
tur discret-continuirlicher Quanta oder, was wir vorläufig ohne 
näheren Nachweis als dasselbe bezeichnet haben, auf dem weiten 
Gebiete der Funktionen handelt, wird uns der höhere Calcül zwar 
noch immer als die analytische Reproduktion von Continuität und 
Discretion gelten, aber solcher Continuität und Discretion, welche 
in ungetrennter £inheit mit ihrer entgegengesetzten Bestimmung 
ist: das heisst er wird für uns die Bedeutung eines Ableitungs- 
calcüls oder auch eines Erzeugungs-Calcüls von discret-continuir- 
lichen Quantis oder von Funktionen gewinnen — er wird uns 
schlechthin der Funktionencalcül. Das ist die Auffassung des gros- 
sen Lagrange, deren Berechtigung schon in der einfachen That- 
sache Hegt, dass die Resultate der Differentiation oder Integration 
einer Funktion immer wieder Funktionen der unabhängig Verän- 
derHchen sind, und für sehr viele wichtige Partieen der Analysis 
ist sie kaum zu umgehen, z.B. für das Problem der Verwand- 
lung einer Funktion in eine unendliche Reihe und alle die ein- 
zelnen Disciplinen ,, welche aus dem Boden der Integralrechnung 
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herrorwachsen, von denen ich als die bedeutendste nur die Theo- 
rie der elliptischen Transscendenten aufführe. 

Die Uhzulänglichkeit des discreten Quantums, seinen Begriff 
als bestimmtes Quantum zu erfüllen, spricht sich an verschiede- 
nen Orten schon in der Arithmetik aus. So führen schon die 
Rechnungsoperationen auf den Begriff* der Irrationalzahl, welche 
gleichwohl aus dem Eins der Arithmetik nicht vollständig oder in 
endlicher Weise , dagegen als continuirlicher Verlauf vollkommen 
bestimmt werden kann. Das tiefere Eingehen in derartige Be- 
griffe wird mehr oder weniger an die Methoden der höheren Ana- 
lysis heranstreifen. Ferner gibt es Partien der Mathematik, die 
eigentlich gleichfalls ganz und gar auf dem Boden der höheren 
Analysis stehen, ohne gleichwohl vermöge der allgemeinen Me- 
thoden des höhern Caicüls discutirt zu werden. Dahin gehören 
die gesammte sogenannte algebraische Analysis, die Theorie der 
Convergenz der Reihen, die Trigonometrie, die Elemente der 
analytischen Geometrie und dergleichen mehr. Die abgesonderte 
Behandlung dieser Disciplinen hat ihren Grund tbeils in Zweck- 
mässigkeitsgründen, indem es eher zum Ziele führt den allge- 
meinen Methoden geeignete Specialmethoden zu substituiren, theils 
aber sollen sie allgemeine Formen liefern, unter welchen die wei- 
tere Erkenntniss befasst werden soll. Sie haben also die Bedeu- 
tung, entweder als einleitende Uebungen, oder als formale Grund- 
lage für die allgemeine Untersuchung zu dienen. Das letztere gilt 
besonders von der Theorie der Logarithmen und Exponential- 
Funktionen , von der Trigonometrie und den Elementen der ana- 
lytischen Geometrie. 

Hiermit haben wir die allgemeine Zeichnung unseres Stand- 
punktes vollendet und können nunmehr, indem wir in die eigent- 
liche Untersuchung eingehen, seine Rechtfertigung im Einzelnen 
unternehmen. Da sich logisch der Begriff des discret-continuir- 
lichen Quantums bereits mit Nothwendigkeit ergeben hat, so ha- 
ben wir zunächst die Aufgabe, seine Identität mit dem Begriffe 
desjenigen Quantums zu erweisen, welches den Gegenstand der 
Analysis bildet, oder auch wir haben den logischen Begriff* in die 
Sprache der Analysis zu übersetzen. Diese Aufgabe wird sogleich 
in eine zwiefache Untersuchung dadurch gespalten, dass sowohl 
das discrete, als das continuirliche Quantum in die bezeichnete 
Kategorie übergeht: wir müssen also zeigen, wie sowohl die 
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Ramngrdßse , als auch die Zahlgrösse sich auf dem Gebiete der 
Analysis in das discret-continuirliche Quantum umsetzen. 

Zuvor jedoch noch eine Bemerkung über die Terminologie. 
Wir haben gesehen, dass die Einheit Ton Continuität und Dis- 
cretion, welche uns den Begriff des bestimmten, sei es discreten 
oder continuiriichen, Quantums liefert, erst in dem Quantum der 
Analysis zu ihrem wahrhaften Abschlüsse kommt. Die Momente 
dieses Quantums werden immer noch Continuität und Discretion 
sein, 'aber nicht mehr wie sie als sich ausschliessende, gegen 
einander gekehrte Momente in der allgemeinen Quantität aultre- 
ten, sondern ihre Gegensätzlichkeit hat sich gebrochen und jedes ist 
mit dem anderen zu einer Einheit verschmolzen. Demgemäss, da 
der Begriff sich unter eine andere, höhere Form gestellt hat, 
sollten wir eigentlich eine neue Bezeichnung einführen; indessen^ 
um nicht ganz und gar mit der gewöhnlichen Sprache der Ana^ 
lysis in Widerspruch zu treten, wollen wir die Nomenclatur des 
niederen Verhältnisses auch für das höhere beibehalten; und dies 
ist um so mehr gerechtfertigt, als unsere Untersuchung fast 
durchweg sich auf dem Gebiete des analytischen Quantums be- 
wegt und darum Missverständnisse oder Unklarheiten kaum zu 
befürchten sind. Uebrigens dürften solche sogleich beseitigt wer- 
den, wenn man sich nur des Stufenganges erinnert, in welchem 
auf dem Gebiete des quantitativen Seins die Momente der Con- 
tinuität und Discretion iaftreten: 

1) In der allgetn^ea Quantität ist immer das eine wirkUch 
gesetzt, das andere nur idiell vorhanden. 

2) In dem bestimmten Quantum sind beide wirklich gesetzt, 
aber noch nicht zu gleicher Geltung gekommen. 

3) In dem analytischen Quantum sind beide wirklich gesetzt 
und auch zu gleicher Geltung gekommen. 

3. 

Wer Beipritf der FunktioB al« reale Existenz des 
discret - continalrlichen Q^aantamB. 

Indem die Differential- und Integralrechnung mit mehreren 
Variabela sich auf die Rechnung mit einer Yariabeln zurück- 
führen, so wird im Folgenden grösserer Einfachheit willtn bloss 
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auf den Begriff der Funktion einer unabhängig Veränderlichen 
reflektirt und, da das geometrische Bild einer solchen Funktion 
die ebene Curvc ist, so werden die sogleich folgenden geometri*- 
sehen Betrachtungen sich nur auf die Ebene beziehen. Beides 
wird sich im Verlaufe der Untersuchung selbst rechtfertigen, 

Die analytische Geometrie zeigt, wie die Lage eines Punktes 
in der £bene durch seine Abstände von zwei festen auf einander 
senkrechten Axen vollständig bestimmt ist, und bezeichnet die 
Maassc für diese Entfernungen mit dem Namen der Coordinaten 
des Punktes oder näher seiner Ordinate y und seiner Abscisse 
s. Sind die Zahlenwerthe (mit Einschluss ihres Vorzeichens)*) 



*) Die beiden Coordinalenaxen scbliessen Tier rechte Winkel mit einander 
ein, deren gemeinsamer Scheitel der Anfangspunkt der Coordinalen heisst. Die 
Einführung der Vorzeichen wird nun dadurch nölhig, dass in jedem dieser vier 
VVinkclränmc ein gewisser, aber auch nur Ein Punkt existirt, dessen Coordinaten 
zwei gegebenen Zahlenwerthen entsprechen. Somit giebt es im Allgemeinen im- 
mer vier l'unkte von der Beschaffenheit, dass die absolute Länge ihrer Coordi- 
naten durch dieselben zwei gegebenen Zahlenausdrücke gemessen wird. Diese 
vier Punkte sind die vier Eckpunkte eines Rechteckes, dessen Seiten durch die 
beiden Coordinalenaxen halbirl werden, ihre Unterscheidung geschieht dadurch, 
duss man die Abscissen x, welche auf entgegengesetzten Seiten der Ordinalen- 
axe liegen, und die Ordinalen y, welche auf entgegengesetzten Seiten der Ab- 
scissenaxe liegen, als respektive einander entgegengesetzt nnd daher die einen 
als positiv, die anderen als negativ betrachtet. Welche Seilen der Axen der w 
und der y respektive als positiv oder negativ geiomuien werden, ist gleichgftl- 
tig: nur muss die einmal getroffene Bestimmnng coDieqoent beibehalten werden. 

Denken wir uns nun einen bestimmten Punkt, so ist seine Abscisse x of- 
fenbar dem Abschnitte der Abscissenaxe zwischen dem Anfangspunkte und dem 
Fusspunkte der Ordinate sowohl nach der absoluten Grösse als auch nach der 
Lage in Bezug auf die Axe der y vollkommen gleich and man pflegt daher ge- 
wöhnlich geradezu diese Distanz als das dem Punkte entsprechende « anzusehen. 
Hiernach gestallet sich die Conslruktiou eines Punktes mit Zugrundelegung sei- 
ner Coordinatcnwerthe ganz einfach. Um ein bestimmtes Beispiel zu haben 
sei die Axe der x irgend eine Horizontale, die Axe der y eine Vertikale: die 
positiven y mögen nach oben, die negativen nach unten, ferner die positiven x 
rechts von der Axe der y und die negativen x links von eben dieser Axe ge- 
rechnet werden. Wenn nnn die Coordinaten eines Punktes «:=— >a' und 
y=:4~3' gegeben sind und es sich um seine Construklion handelt, so trage 
man, indem man vom Anfangspunkte aus links fortgeht, auf der Axe der x 
ein Stück =2' ab und ziehe durch den Endpunkt dieses Stuckes eine Senk- 
rechte, auf welcher man von dem letztgenannten Punkte ausgehend nach oben 
zu eine Distanz von 3' bestimmt. Der Punkt, welcher diese Distanz abscbliesst, 
ist der gesuchte Punkt, da ihm offenbar die Coordinatenwerthe 4?s=:-^2', 
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der beiden Goordinaten bestimmt, so kann man durch eine leichte 
geometrische Construktion den bezüglichen Punkt in der Ebene 
fixiren und zwar als Durchschnitt zweier (den Axen paralleler und 
auf einander perpendikulärer) Geraden, so dass seine Natur als 
verfliessendes, für sich allein in keiner Weise isolirbares Raum- 
element vollständig bewahrt bleibt, während er gleichwohl in die 
Zahlenbestimmtheit eingetreten ist. Da kein anderer Punkt den- 
selben Coordinatenwerthen entspricht und ein Punkt daher durch 
seine Coordinaten in erschöpfender und unzweideutiger Weise be- 
stimmt ist, so kann man die angegebenen Bestimmungen auch 
so zusammenfassen: „Wenn ein Punkt nach seiner Lage 
gegeben ist, so entspricht dem bestimmten Werthe 
seiner Abscisse s ein bestimmter Werth seiner Or- 
dinate y." — Gehen wir weiter fort zu dem allgemeinsten 
Schema des bestimmten Quantums in der Ebene, zu der ebenen 
Curve, so ist diese ein Zug von in einander überfliessenden Punk- 
ten und, insoweit sie eine bestimmte Curve ist, ein bestimmter 
Zug oder ääher eine bestimmte Aufeinanderfolge solcher Punkte 
und jeder einzelne Verflusspunkt kann als ein specieller Punkt 
in dieser bestimmten Aufeinanderfolge fixirt werden (z. ß. durch 
eine Parallele mit der Axe der y, welche die Curve in diesem 
Funkte durchschneidet, so dass letzterer als die Grenze der Curve 
gegen die Parallele hervortritt). Die Curve ist daher weiter nichts 
als eine Aufeinanderlblge von bestimmten Punkten und dieses, 
zufolge des so ebeni angefflhrten Theoremes, heisst nichts ande- 
res, als wir haben eine Aufeinanderfolge von bestimmten Coor- 
dinatenwerthen, in welcher jedem beslimmten Werthe der Ab- 
scisse j? ein bestimmter Werlh der Ordinate y entspricht. Ab- 
scisse und Ordinate erscheinen also auf einander bezogen, der- 
gestalt dass, sobald der Zahlenwerth der ersten gegeben ist, der 
Zahlenwerth der letzteren sich gleichfalls bestimmt und mithin 
als von jenem abhängige Bestimmtheit gesetzt ist. Soll diese ab- 
hängige, vermittelte Bestimmtheit nicht ganz vag sein (und das 
ist unstatthaft, weil es sich fortwährend nur um die Bestimmt- 
heit Eines Punktes handelt), so muss irgend eine Regel ihrer Ab- 
hängigkeit existiren, nach welcher das y als bestimmt für einen 





y^=:^%* entsprechen. Er liegt also in dem Winkelabscbnitte, welcher ober- 
halb der Axe der x und links von der Axe der y sich befindet. 
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bestimmten Werth von x folgt, das heisst, da y und x Zahl- 
bestimmtheiten vorstellen, y muss eine irgend wie bekannte arith- 
metische Zusammensetzung haben, in welche s hineingeht, weil 
sonst die Bestimmtheit von y nicht durch die Bestimmtheit von 
s vermittelt wäre. Die Art und Weise, wie s in diese Verknü- 
pfung arithmetischer Operationen hineingeht, ist das Unveränder- 
liche in der Natur der arithmetischen Formel für y, und indem 
dadurch die Rechnungsoperationen festgesetzt werden, welche für 
jedes s den entsprechenden Punkt dieser bestimmten Curve be- 
stimmen, so haben wir in ihr die Zusammenfassung sämmtlicher 
Puncte der Curve in eine feste umschliessende Einheit und mit- 
hin die vollkommene Identität der Zahlformel mit der vorliegen- 
den bestimmten Curve, welche ja auch nur als eine feste, ihre 
Punkte befassende Einheit sich darstellt. Sehen wir nun zu, was 
wir rein arithmetisch genommen haben, so ist es die arithmeti- 
sche Zusammensetzung des y aus dem s, oder es ist ein Aus- 
druck für y, welcher die unveränderliche Folge von Rechnungs- 
operationen angiebt, die mit jedem speciellen x vorgenommen 
werden müssen, um das zugehörige y zu erhalten. Ein solcher 
Ausdruck für y heisst in der Analysis eine Funktion von jt, und 
sie bedient sich der Bezeichnung 

y = f (s). 

Man wird es nun auch ohne Weiteres verstehen, wenn man 
s als die unabhängig Veränderliche . and y als die abhängig Ver- 
änderliche bezeichnet, eine Bezeichnung, die man übrigens mit 
demselben Rechte auch umkehren könnte, indem offenbar jede 
Aenderung des Werthes von y auch eine Aenderung des Werthes 
von s zur Folge hat. Streng genommen wäre es daher zum Aus- 
drucke des vorliegenden Verhältnisses zwischen y und s ange- 
messener, sich der Formel 

(f iy, jr) = 

zu bedienen, welche ganz allgemein einen Ausdruck andeutet, in 
welchen y und s vermöge vollkommen beliebiger Rechnungs- 
operationen hineingehen. Indem derselbe nun verschwinden soll, 
so liegt darin, dass für jeden bestimmten Werth der einen Ver- 
änderlichen immer ein derartig bestimmter Werth der anderen 
folgt, dass der Werth des Ausdruckes sich annullirt. Die Auf- 
lösung der Gleichung q) (y^ jet) =: nach y führt auf die frühere 
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Form y^f(x) der Funktion zurück und ist daher in derselben 
nur scheinbar weniger enthalten als in der Form y (y, x)=0. 

Die logische Bedeutung des Begriffes der Funktion liegt in 
dem Vorhergehenden. Zunächt dient sie dazu, um für jedes be- 
stimmte s das zugehörige y zu berechnen, d. h. also einen be- 
stimmten Punkt der Curve festzulegen: sie ist also das Mittel die 
in einander überfliessenden Punkte der Curve aus ihrem conti- 
jQuirlichen Flusse herauszureissen und in die discrete Zahlbestimmt- 
heit überzufuhren« So hat sie das Moment der Discretiou an ihr 
selber und zwar solcher Discretion, welche sich in den Fluss des 
continuirlichen Seins hineintaucht, aber nicht in ihm [versenkt 
bleibt, sondern es als Zahlbestimmtheit erfassend die Discretion, 
welche vorher als ein blosses an sich, als ein blosses Solleu auf- 
trat, als volle vermittelte Bestimmtheit heraussetzt. Indem aber 
die Funktion so über den Begriff des realen continuirlichen Seins 
im Räume hinausgeht und die einfache Unmittelbarkeit von dessen 
Begrenzung negirt, so geht sie doch wieder vollständig mit ihm 
zusammen, weil sie die allgemeine Regel ist, vermöge deren auf 
die gesammte Folge von Punkten dieser Curve zurückgekommen 
werden kann, weil sie in der unveränderlichen Folge ihrer Recl)- 
nungsoperationen das allgemeine Gesetz, das Bleibende darstellt, 
wodurch die aus ihrem Flusse herausgerissenen isolirten vielen 
Punkte wieder zu einer Einheit zusammengeschlossen werden, und 
weil sie mithin dieselbe befassende Einheit ist, als welche die 
ebene Curve in der Anschaaung vorliegt. Folglich erscheint sie 
als die wahrhafte Einheit von Continuilät und Discretion, als das 
Discret-conlinuirliche oder, wenn man lieber will, als das unend- 
liche Quantum, welches sich aus seiner einfachen Bestimmtheit 
heraus in die Zersplitterung der discreten Zahlbestimmtheit hinein 
bewegt und dann sich wieder in die Einfechheit seines continuir- 
lichen Flusses zurücknimmt,*) 



•) Es möge als Ergänzung der vorstehenden analytisch geometrischen Betrach- 
tnng nnd da es für das Vcrhaltniss des Folgenden dienlich erscheint, noch eine kurze 
Andeutung über das nähere Verfahren beigefügt werden, wie man eine Curve, 
deren Gleichung j/ := /(o?) gegeben ist, sich vermöge der Coordinatenmeihode 
verzeichnet. — Zunächst indem jedem speciellen Punkte der Curve ein spe- 
cieiler aus der gegebenen Funktion berechnungsfähiger Werth des y entspricht, 
welcher sich auf eine specietle Distanz x auf der Abscissenaxe bezieht^ erhellt 
die Möglichkieit die simmtli^heo Punkte der .Curve geometrisch festzulegen« Za 
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Nachdem nns nunmehr die Betrachtung des continuirlichen 
Quantums über dasselbe hinaus zu dem Begriffe der Funktion 



dem Zwecke bat man auf der Abscissenaxe in ibren sämmtlichen auf einander 
folgenden Ponklen sich Perpendikel errichlet zu denken und auf derselben von 
der Axe der x aus gerechnet solche Distanzen y- 7a\ nehmen , welche sich aaf 
die Distanzen x der zugehörigen P'usspnnkte rom Anfangspunkte beziehen. Die 
Endpunkte der erwähnten Senkrechten bilden alsdann einen continuirlichen Zug, 
welcher mit der gesuchten Curve iHentisch ist. 

Gehen wir nun aber wirklich an die Ausführung heran, so zeigt sich bald,, 
dass diese im strengen Sinne nicht zu leisten ist. Gs ist nicht möglich die anf 
einander folgenden Punkte der Abscissenaxe für sich zu ßxiren; was wir thun 
können, besteht bloss darin, dass wir auf derselben in möglichst kleinen Ab- 
ständen von einander uns Punkte annehmen. Demgemäss werden wir auch nicht 
die Aufeinanderfolge sämmtlicher €urvenpnnkte erhalten^ sondern eine Anzahl 
in kleinen Abständen von einander befindlicher isolirler Cnrvenpunkte. Indessen 
liegt es auf der Hand, wie schon bliese ein um so genaueres ßild der Curve 
geben werden, je kleiner wir die Distanzen der Punkte auf der Axe der x neh- 
men, und wenn wir die sämmtlichen isolirten Curveiipnnkte durch einen con- 
tinuirlichen Zug verbinden, so werden wir uns eine Vorstellung von der Curve, 
die der gegebenen Funktion entspricht, wenigstens annäherungsweise verschaffen. 

Als geeignete Annahme specieller Funktionen für diese Constrticlion fuhren 
wir die folgenden an: 

Die erste Annahme entspricht einer geraden Linie, die mit der Axe der a; einen 
Winkel von 45^ einschliesst und von der Axe der y ein Stück von der Länge 
2 abschneidet, die zweite einer Kreislinie, die mit dem Radius 1 um den An- 
fangspunkt beschrieben ist, die dritte einer Parabel, deren Axe mit der Axe 
der y zusammenfällt, endlich die vierte einer gleichseitigen Hyperbel, deren 
Mittelpunkt der Anfangspunkt und deren Assymptoten die Coordinatenaxen sind. 
Wenn wir einen Augenblick bei der Funktion 

y»-^ap»c=l odery=+.^l — a;* 

stehen bleiben, so giebt der Fall des oberen Vorzeichens denjenigen Halbkreis, 
welcher auf der positiven Seite der Ordinaten liegt, der Fall des unteren Vor- 
zeichens dagegen den auf der negativen Seite der Ordinaten befindlichen Halb- 
kreis. Beschränken wir uns auf den Fall y;=4"\/l — ^*/ so erhalten wir für 
positive X den Quadranten, der auf der positiven Seite der x liegt und für ne- 
gative X den Quadranten, der auf der negativen Seile liegt. Den ersten unter 
diesen beiden Quadranten erhalt man annäherungsweise schon, wenn man sich 
die zusammengehörigen Coordinatenpaare : 

a?=0, y=+l ; x='U, y=0,97; a?:= Va, 2^=;;fO,87; x=^U, y=::0,41 ; «=1, y^=0 
berechnet, die zugehörigen Punkte sich conslruirt und durch einen continuir- 
lichen Zug verbindeL lieber x:=il braucht man nicht hinauszugehen, weil alle 
Punkte des Kreises, deren Abscissenwerthe grösser als 1 sind, imaginär werden. 
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getrieben hat, haben wir die Zahl einer ähnlichen Dialektik zu 
unterwerfen und werden dadurch, indem wir gleichzeitig die vor- 
hergehende Entwicklung ergänzen, den mathematischen Rechts- 
boden vollständig begründen, welcher auf den Unterschied zwischen 
Geometrie und Arithmetik als einen überwundenen nicht mehr 
eingeht. 

Die Zahl ist eine Vielheit von Eins , oder , wenn man lieber 
will, von Einheiten, welche durch ihre Identität und weiter als 
bestimmte, begrenzte, d. h. aufgehobene, negirte Vielheit zu einer 
Einheit, einem Eins zusammengegangen sind. Indem die Zahl als 
ein solches Sein fixirt ist, hat sie den Charakter abgeschlossener 
Starrheit, sowohl gegen andere als das sich selbst befassende Eins, 
wie auch in ihr selber, weil die befassten Eins die Natur des 
umschliessenden Eins, in welches sie zusammenhangslos als discrete 
eintreten, vollständig theilen und ^eichfalls in sich geschlossene 
Eins sind. Daher hat die Zahl keinen ihr selber inwohnenden 
Trieb sich in die Beziehung zu anderen hineinzuversetzen ; viel- 
mehr ist sie als Eins ohne alles Verhältniss zu den anderen, 
welche gleich ihr als Eins in ihrer einfachen Beziehung auf sich 
selbst gelten. 

Hieraus ergiebt sieb, dass die Zahl gegen andere absolut ohne 
Gegensatz ist; denn, wenn sie zu den übrigen Zahlen sich als 
Gegensatz hinstellte, so wäre sie auf dieselben bezogen, was ihrer 
spröden, exclusiven Selbstständigkeit widerspricht. Damit folgt 
aber sofort, dass jede speciell bestimmte Zahl den Begriff des 
discreten bestimmten Quantums nicht mehr realisirt als die übri- 
gen, weil sie sonst als höhere und niedere Formen des Begriffes 
einander entgegenständen : dass also die spe cielle Zahlbestimmtheit 
an dem vollen Begriffe der Zahl als eine Schranke*) sich zeigt 



*) Alle Zahlen verwirklichen in gleicher Weise den Begriff des discreten 
Quantums. Eine einzelne spccielle Zahl kann daher nicht als die volle Realität 
desselben gelten, eben weil ihn die übrigen eben so sehr, wenn auch in gleicher 
Einseitigkeit, darstellen: so hat sie an ihr selber den inneren Widerspruch, in 
ihrem Begriffe etwas zu enthalten, was sie vollständig zu realisiren doch unver- 
mögend ist, und das ist ihre Schranke, welche uns zu dem Begriffe der allge- 
meinen Zahl fortzugehen nöthigt* Uebrigens ist dies streng genommen kein 
Fortschritt der logischen Entwickelnng: sondern das discrete Qaantum, welches 
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und somit zu der Zablbestimmtheit überhaupt, d. h. zu der jeder 
Bestimmung fähigen, zu der allgemeinen Zahl fortgegangen wer- 
den muss. Dieser Forderung genügt die Wissenschaft durch die 
Einführung der Buchstaben in die Arithmetik, welchen sie die 
Bedeutung blosser Zahlformen oder jede beliebige Bestimmung 
zulassender Zahlen giebt. 

Die Dialektik der Zahl wird also nicht mehr mit der zufällig 
bestimmten, sondern mit der allgemeinen Zahl vorgenommen wer- 
den, und, da solche selber nur als blosse Zahlform gilt, wird sie 
auch nur Zahlformen, wenn gleich höher stehende, hervorbringen. 
Als solche werden sich sogleich die Summe, das Produkt und die 
Potenz ergeben. 

Es ist zu sehen, wie die allgemeine Zahl in die logjsche 
Veränderung hineingeht. Ihre beiden Momente sind immer noch 
Anzahl und Einheit, nur dass jene nicht als diese specielle, son- 
dern nur überhaupt begrenzt ist. Weil aber die Anzahl als Viel- 
heit des Eins von Vielen ist und diese Vielen selbst nur die die 
Zahl ausmachenden Eins sind, so hat eigentlich die Anzahl die 
Bedeutung die volle (vermittelte) Zahl zu sein. Also, da die Ein- 
heit mit der unmittelbaren Zahl, dem Eins, zusammenfallt, so ist 
das Moment der Einheit noch nicht zu gleicher Gellung mit dem 
Momente der Anzahl gelangt, und werden wir zu einem solchen 
Gedanken der Zahlbestimmtheit getrieben, in welche es gleichfalls 
als volle Zahl eintritt. Damit haben wir immer noch eine Viel- 
heit von Eins, aber solcher Eins, deren jedes die Bedeutung einer 
Zahl vorzustellen hat und da jede Zahl in ihrem Principe (in sich 
geschlossenes) Eins ist, so haben wir weiter eine Vielheit oder 
ein Zusammen von bestimmten Zahlen, deren jedes als Eins« in 
diesp Vielheit eingeht. Indem aber jede dieser Zahlen nur durch 
die befassten identischen Eins ihre Bestimmtlieit erhält, so wird 
ihr Zusammen sämmtliche von ihnen befasste Eins in seine Be- 
stimmtheit aufnehmen, d. h. es ist ein Zusammen von (discreten, 
unmittelbaren) Eins oder selber eine bestimmte Zahl, welche als 



sich uns früher ergeben hat, ist nicht etwa diese oder jene bestimmte Zahl, 
sondern die allgemeine Zahl, und die obige Erörterung soll daher nur diejenige 
Stufe der mathematischen Entwickelung feststellen, welche dem logischen Be- 
griffe des bestimmten Quanturos entspricht. 
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das Zusammeo der erwähDten bestimmteo Zahlen ihre Summe 
heisst. Damit haben wir nachgewiesen, dass die Zahl zunächst 
in der Form der Summe auftritt oder vielmehr sie ist damit noch 
ganz und gar identisch. In der That ist jede Zahl schon an ihr 
«eiber eine Summe, nämlich ihrer Eins, und wenn wir weiter zu 
einer Summe mehrerer bestimmter Zahlen fortgehen, so gehen 
dieselben nicht anders in ihre Summe hinein, als das Eins in die 
einzelnen Zahlen selbst; indem diese daher in ihre Eins ausein- 
anderfallen, so werden nunmehr in der Summe lediglich die aus 
solcher Zersplitterung hervorgegangenen Eins unterschieden wer- 
den können. 

Dass unsere Entwickelung keinen höheren Begriff als denje- 
nigen, von dem sie als einem widersprechenden ausging, zu pro- 
duciren vermocht hat, liegt daran, dass sie noch nicht vollendet 
ist. Nämlich da eigentlich schon in dem einen Momente der Zahl, 
in der Vielheit, die volle Zahl lag, so entstand die Forderung, 
auch das andere Moment , das Eins , an ihr als volle Zahl zu 
setzen. Dieses muss aber, um nicht in Widerspruch mit dem Be- 
griffe der Zahl zu treten, so vollfuhrt werden, dass die in die 
Zahl hineingehenden Eins ihre Identität bewahren. Indem wir 
dieselben nun als verschieden bestimmte Zahlen fassten, so beka- 
men wir den Begriff der Summe, in welche ja die Summanden 
als blosse Eins eintreten. Die Summanden als für sich abgeschlos- 
sene, beziehungslose Eins sind nun allerdings ohne Gegensatz 
und insoweit identisch. Sie sind aber nicht unmittelbare Eins, 
sondern durch ihre als Vielheit existirende Grenze vermittelte Eins 
und gehen in der Art und Weise ihrer Vermiitelang, in ihrer 
Bestimmtheit auseinander. Demgemäss erscheint die Identität der 
Zahlen -Eins, welche die Summe zusammensetzen, nicht als eine 
vollkommen verwirklichte und muss, insoweit sie ein blosses Sol- 
len ist, durch den logischen Fortgang als eine totale gesetzt wer- 
den. Wir dürfen also die Bestimmtheit der Summanden nicht 
länger auseinanderfallen lassen, sondern müssen sie als dieselbige 
denken. Dadurch bekommen wir eine Anzahl von identischen 
Eins, welche alle mit einer bestimmten Zahl zusammenfallen und 
näher eine solche Beziehung zweier Zahlen aufeinander, in welcher 
die eine als Anzahl, die andere als Einheit gilt. Wir werden also 
von der unmittelbaren Zahl zu dem Begriffe des Produktes fort- 
getrieben — zunächst zweier Zahlen; aber es ßUt nicht Achwer 
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diesen Begriff in beliebiger Weise auf ein Produkt Ton noch|mch- 
reren Faktoren auszudehnen. 

Die Zahl ist vermillelt und zwar so als die Einheit ihrer 
Momente vermittelt, dass jedes sogleich an ihm selber das andere 
hat. Nämlich die continuirlichen Eins sind eben so sehr in der 
discreten Anzahl gesetzt, als die Anzahl selber nur als contlnuir- 
liches Eins zu begreifen ist. Aber, wie wir wissen, sie hat den 
Mangel, dass ihre Bestimmtheit wesenthch schon in dem Momente 
der Anzahl herausgesetzt und in dem andern Momente der Ein- 
heit nur als unmittelbar vorhanden ist. Das Produkt hat nun 
wohl sich von diesem Mangel losgelöst, da beiden Faktoren der 
Charakter der Veimitlehing in gleicher Weise zukommt. Aber 
dadurch dass sie zu selbstständigen Zahlen erhoben worden sind, 
haben sie die innige Beziehung auf einander verloren , vermöge 
deren jedes Moment von dem andern nicht getrennt weiden 
konnte. Nun wird allerdings ihre äusserliche Beziehung dadurch 
erhalten, dass sie als absolut gegensatzlos der Macht des logischen 
Gedankens, welcher sie auf einander zu beziehen fordert, keinen 
Widerstand entgegenzusetzen vermögen — aber eben dieser logische 
Gedanke nölhigt uns zu einer solchen Zahlform fortzugehen, wo 
diese Beziehung nicht etwa von uns erst vollzogen werden muss, 
sondern als «ine realisirte und gesetzte uns entgegentritt, und 
mithin ein solches Produkt zu denken, in welchem die Momente 
der Anzahl und Einheit (d. h. die beiden Faktoren) in der That 
zusammengehen, in welchem sie also nicht mehr als unterschie- 
dene Zahlen oder, was dasselbe ist, als blos abstrakt identische 
Eins, sondern als total identische Zahlen uns entgegentreten — 
das Quadrat, von welchem aus man nun leicht zu dem allgemeinen 
Begriffe der Potenz mit positiven ganzen Exponenten gelangt* 
Dieser Begriff, als durchweg den Stempel einer inneren Seibst- 
vermillelung an sich tragend, ist die höchste Stufe der discreten 
Zahlbestimmtheit. 

Es ist hier nicht der Ort die Entwickelung der gewonnenen 
Zahlformen weitei' fortzusetzen und sie durdi die negativen cnt* 
sprechenden (Differenz, Quotient, Wurzel) zu vervollständigen: 
scrmal diese letzteren, indem sie den in der discreten Zahl liegen- 
den Widerspruch zum Vorschein bringen, einerseits sehr vi«l 
schwieriger sind, andererseits aber einen sehr bedeutenden Raum 
beanspruchen würden. Hier mag es genfigen die fufidamenlalen 
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Zahlformen deducirt zu haben und im Uebrigen die Untersuchung 
der Arithmetik zuzuweisen. Nur ihr Endresultat muss bemerkt 
werden, nämlich dass sie uns den allgemeinen Begriff der Potenz 
(deren Exponent eine ganze oder gebrochene, positive oder nega- 
tive Zahl ist) und als in diesem schon mitgesetzt und enthalten 
die Begriff'e der Summe, Difi'erenz, des Produktes und des Quo- 
tienten liefert. Damit ist denn auch die Entwickdung der alige- 
meinen Formen vollendet, in welchen sich die gesammte Arith- 
metik und die gesammte Analysis bewegen, und wenn auch noch 
weitere und sehr wesentliche Formen iur ihr Erkennen hervor- 
treten, so lassen sich doch solche auf die vorhergehenden zurück- 
fuhren und ist solches Geschäft eine Hauptaufgabe der Wissenschaft. 
Wenn wir nun zusehen, was wir eigentlich für ein Resultat 
gewonnen haben, so ist es die Zahl, wie sie herausgesetzt ist in 
den Formen der Potenz und den übrigen, die sich dieser unter- 
ordnen. Gleichwohl zeigt die vorhergehende Entwickelung , wie 
dieselben sich alle auf den Begriff' der Summe schliesslich zurück- 
fuhren lassen (die Potenz ist ein Produkt, jedes Produkt eine 
Summe) und da diese sogleich in den Begriff der Zahl übergesetzt 
werden kann, so müssen auch die übrigen Formen der gleichen 
^Ueberselzung fähig sein. Damit ist denn die Identität nachgewie- 
sen, welche zwischen der Zahl und den höheren Formen ihres 
Begriffes: Summe, Differenz, Produkt, Quotient, Potenz stattfin- 
det; das heisst, wir haben die Zahl, als aus den arithmetischen 
Rechnungsoperationen hervorgegangen, als analytischen Ausdruck, 
oder wenn man lieber will, wir haben die analytische Gleichung. 
Ferner ist es uns hier nicht mehr um specielle, sondern wesent- 
lich um allgemeine Zahlen zu thun, welche jeder speciellen Be- 
stimmung fähig sind. Nennen wir nun diejenigen (allgemeinen) 
Zahlen, welche in den erwähnten Ausdruck hineingehen, seine 
Elemente und bemerken, dass, in Consequenz der schon erwähn- 
ten analytischen Bezeichnungsweise, der Werlh eines arithmeti- 
schen Ausdruckes, in welchen irgend ein Element hineingeht, in 
Bezug auf die Rechnungsoperationen, welche mit diesem Elemente 
vorgenommen werden müssen, um den Werth des Ausdruckes zu 
erhalten, eine Funktion dieses Elementes genannt wird; so folgt 
ohne Weiteres, dass wir nunmehr die Zahl als identisch mit einer 
Funktion aller der Elemente haben, welche in den (die Funktion 
ausmachenden) Ausdruck dieser Zahl eintreten, also in Zeichen 
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y=:f{a^b,Cj JT, «, . . . .) 

^. h. y ist ein« Funktion der Elemente a, h, c,.,..x, z,. .^. oder 
es müssen mit diesen Elementen gewisse bestimmte Rechnungsope- 
rationen vorgenommen werden, »m den ZaUenausdruck für y zu 
erhalten. Die oberflächlichste ftetrachtung indessen zeigt schon, 
dass wir mit dieser Fassung eine überMssige Allgemei»beit in 
den Begriff der Funktion legen: denn wenn wir auch mit Recht 
sagen, y ist eine Funktion y&r a,&, c, ...., so beisst das eigent- 
lieh doch nichts anderes »Is y ist ein Ausdruck, in welchen das 
Element a und wäter das Element 6, u. s. w. vermittelst be* 
stimmter Rechnungsoperationen hineintritt. Diese formale Wieder- 
holung giebt aber zunächst für das Princip nichts Neues , da die 
Reclmungsoperalionen, welche sich auf die verschiedenen Elemente 
beziehen, vollkommen willkürlich sind und also in dem, dass ^ 
auf irgend eine Weise von dem einen Elemente abhängig ist, nichts 
mehr liegt, als in dem, dass es einen ebenso unbestimmten Zu* 
sammenhang mit irgend einem andern Elemente hat: beides giebt 
vielmehr in vollkommen gleicher Weise den Begriff der Abhängig- 
keit der Funktion von Einem Elemente und so resultirt schliess- 
lich, dass eine Funktion mehrerer Elemente nichts anderes als ein 
rein äusserliohes Nebeneinanderbestehen der Beziehungen zwischen 
itir selber und ihren Elementen, als einzelnen genommen, darbietet 
und ihre Betrachtung, wenn wir die Nalur der Sache für sidh 
allein erfassen, sich lediglich auf die Betrachtung von Funktionen 
Eines Elementes basirt, für welche, wie wir wissen, die Be- 
zeichnung 

eingeführt ist. Hierdurch geht jedoch die Abhängigkeit des y vofi 
den übrigen Elementen a, 5,c,.... nicht verloren : vielmehr in der 
Supposition, dass sie ihre Form als allgemeine Zahlen in dem 
Ausdrucke f(jr) beibehalten, aber sonst als fixe un verändern che 
Zahlenwerthe angchehen werden , wird der Rückgang zu dem, was 
aus ihrer allgemeinen Natur folgt, dadurch ofi'en gelassen, dass 
diese fwen Zahlenwerthe selber sonst ganz und gar willkürlich 
sind (arbiträre Constante, Parameter einer Funktion). 

Wir haben nun näher zu untersuchen, welche Redeutung der 

Funktion y=:f{x) eines allgemeinen Elementes x zukomme. In 

der Allgeroeinheit des x liegt, dass es jeder -speeiellen Zahlbe- 

stimmung fähig ist, d. h. seine Veränderliohkeit und da der Werth 

Schwarz'g Philosophie der Mathematik. S 
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des y aus dem Zahlenwerthe des x durch irgend welche Rech- 
nungsoperationen folgt, so ist y als hestimmt gesetzt durch die 
Bestimmtheit desj?, und da letztere veränderlich ist, so muss auch 
y selber den Charakter der Veränderlichkeit haben, weil für den 
Fall des Gegentheiles die Bestimmtheit von y durch x illusorisch 
oder zum Wenigsten nicht aufzuzeigen wäre. So ist x die un- 
abhängig, die absolut Veränderliche, während der Werth der 
Funktion oder das y als die abhängig Veränderliche erscheint. 
Der' Begriff der Veränderlichkeit ist also von einer Funktion nicht 
loszutrennen: er ist bedingt durch die allgemeine Natur des Ele- 
mentes X und durch die Bestimmtheit der Funktion vermöge die- 
ses Elementes. E^ kann nur noch darauf ankommen ihn wissen- 
schaftlich festzustellen, d. h. ihn nach seinem vollen Begriffe zu 
denken, und dies kann nicht anders geschehen, als indem wir, 
was ihm zu Grunde liegt, nämlich die Allgemeinheit des Elemen- 
tes X wirklich setzen, also dem s in der That jede nur mögliche 
Bestimmung ertheilen. Um dieses in erschöpfender Weise zu 
thun, ist es nicht ausreichend dem x nach und nach alle in end- 
licher Weise bestimmbaren Zahlenwerthe zu geben: denn, abge- 
sehen davon, dass wir nicht zu Ende kommen würden, ist die Be- 
stimmtheit durch das Eins eine sprungweise Bestimmtheit, so 
dass zwischen jeden zwei auf einander folgenden Specialformen 
immer eine unendHche Menge von anderen gleichfalls endlichen 
Bestimmtheiten fehlen, welche sich theils auf das Eins in geschlos- 
sener Weise zurückfuhren lassen, theils als Irrationalzahlen diese 
Zurückfuhrung nicht gestatten — und doch sind wir dieselben 
auszuschliessen in keiner WeisQ berechtigt. Also die discrete 
Zahlbestimmtheit ist nicht fähig den Begriff der veränderlichen Zahl 
darzustellen, weil sie nur in Sprüngen fortgeht und, was zwischen 
je zwei Sprüngen liegt, total ausfällt. Wir müssen von dieser 
sprungweisen Bestimmtheit abgehen, und dies geschieht, wenn man 
die Zwischenstufen zwischen je zwei Sprüngen allmählig durch- 
laufend sie durch solchen continuirlichen Fortgang zusammen- 
fasst, dass man diese Zwischenstufen gleichsam als durch eine 
fliessende Verbindung verknüpfte Punktuahtäten betrachtet, ohne 
jedoch dabei der Freiheit zu entsagen nach Bedürfniss diese flies- 
sende (Verbindung wieder zu lösen und so wieder auseinander- 
stehende Zahlbestimmtheiten herzustellen. Jede solche Zahlbe- 
stimmtheit giebt einen für sich fixirten Verflussakt in dem Prozesse 
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des sich verändernden a^ einen momentanen Punkt, bei dem wir 
einen Augenblick verweilend die Totalität der durchlaufenen Mo- 
mente als in einer sich abschliessenden Verflussstrecke zusammen- 
gefasst anschauen. Hierzu ist auch eine logische Nöthigung vor- 
handen. Denn da jedes Stadium der Veränderung immer für sich 
bestimmt bleibt, so muss man seine Bestimmtheit sich als ver- 
wirklicht denken und man muss es mithin als gesetzte quantitative 
Bestimmtheit oder als Zahl fassen. Demgemäss ist die Veränderung 
des Elementes jr eine continuirHche, welche jedoch in jedem ein- 
zelnen Verflusspunkte als eine discrete sich heraussetzt, sie ist 
ein unendlicher Prozess des Fortschreitens, in welchem alle 
Zahlbestimmungen wie in einer fliessenden Folge enthalten sind, 
so jedoch, dass jedes momentane Zwischenglied der Folge als 
eine bestimmte Zahl sich darstellt. £in vollkommen zutrelTendes 
Bild dafür ist eine durch irgend einen festen Anfangspunkt nach 
beiden Seiten hin ins Unbegrenzte gezogene Gerade. Wenn man 
den Anfangspunkt als Mittelpunkt annimmt und die Distanzen, von 
diesem Punkte aus gerechnet, nach der einen Seite hin als po- 
sitiv, nach der andern als negativ annimmt: so ist der eine Ast 
das Bild einer von ins Unendliche hinein wachsenden positiven 
Zahl, der andere Ast das Bild einer von ins Unendliche hinein 
wachsenden negativen Zahl. Hierbei werden alle nur irgend mög- 
lichen Zahlbestimmtheiten in conlinuirlicher Aufeinanderfolge durch- 
laufen, dergestalt, dass jedem speciellen Punkte der Geraden, bei 
welchem man etwa verweilen will, eine bestimmte Zahl entspricht, 
welche die Distanz vom Anfangspunkte misst. Um die Anschauung 
zu erleichtern, kann man die Längeneinheit nebst ihren Vielfachen 
rechts und Unks vom Nullpunkte ab auf der Geraden auftragen: 
dann entsprechen die Theilungspunkte der unendlichen Zahlen- 
reihe: — OD....— 4,— 3,— 2,— l,0,+l,+2,+3, +4,.... +QD, 
und man wird durch eine noch weiter gehende Theilung zwischen 
jeden zwei Intervallen auch Bruchtheile erhalten. Ja man wird 
durch geometrische Construktion , wenn man will, auch solchen 
bestimmten Irrationalzahlen, die sich auf eine quadratische Glei- 
chung zurückführen lassen, die ihnen zukommende Stelle anweisen 
können. 

Wie verhält sich nun die allgemeine Zahl y oder die Funk- 
tion selber zu dieser Veränderung der unabhängig Veränderlichen? 
Dass auch sie selber mit in diese Veränderung hineingerissen wird, 

3* 
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ifel sdhdn nachgewiBSsen. Aber die Beschaffenheit der Vfer&iiterHng 
lö't nicht so leicht anzugeben, weil sie nicht mehr eine unntfttel- 
lare ist, sondern eine bedingte, eine vermittelte, nämlich ver- 
"riiiftelt durch die Verärtdening der unabhängig variablen jp, und 
weil d6r Charakter dieser Vermittelung für die wissenschaftliche 
Betrachtung in seiner vollständigen Unbestimmtheit und Allgerarein- 
heit festgehalten werden muss. 

Vorläufig kann über die Natur der Veränderung des y aus 
der Betrachtung beliebiger specieller Funktionen leicht gefdgert 
'werden, dass die Veränderung des y sich in den wichtigsten 
Punkten ebenso verhält wie die Veränderung des s. Sie ist im 
Allgemeinen, wenigstens innerhalb gewisser Grenzen, als continuir- 
lieber Verlaul zu fassen, welcher jedoch in jedem einzehien Punkte 
seines Fiussefs als disci'ete Zahlenbestimmtheit herausgehoben wer- 
ben kann. Dasselbe erhellt auch aus der unmittelbar vorherge- 
Tiehden Betrachtung über das continuirliche Quantum, welche die 
'Identität zwischen den Begriffen von Funktion und Curve nach- 
wies : denn die Curve stellt ja auf unmittelbare Weise ein Con- 
'tiriuüm dar, dessen einzelne Puhkte durch Zahlenverhältnisse fest- 
gelegt werden können. 

Was im Gebiete der beiden genannten Kategorieen theils als 
unmittelbare, theils als specielle Thatsache enthalten ist — das als 
vermittelt und in voller Allgemeinheit darzustellen ist das Problem 
des höheren Calcüls» 

Ter]iältni00 der vorhersesanfpenen JEntwickelungen 

zu UegelB Beatimiaiuigeii. 

Ehe wir weiter gehen , haben wir noch das Verhältniss zu 
bezeichnen, in welchem die vorstehenden Enlwickelungen zu den 
betreffenden Partieen in Hegels allgemeiner Logik stehen. Die- 
selben dürften bis zur Entwickelung des bestimmten Quantums 
liin in vollständiger Uebereinstimmung mit dessen Aufstellungen 
stehen. Diese Uebereinstimmung geht indessen von da ab immer 
mehr und mehr verloren und ist gar nicht mehr vorhanden, wenn 
y/ir aiif die Schlu^sfolgen Bezug nehmen, welche er von seinen 
logischen Bestimmungen aus für die Beurtheilung der höheren 
Analysis zieht. 
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Hegel fasskt das l)e$tii;pinte Quantum als seinem Begriffe be- 
reitsi vollkommen adäquat in d^i^ discreten Quantum der Arith- 
metik und geht daher auch weiterhin nur auf dieses ein, als auf 
welchem die weitere Dialektik allein beruhen könne« Gegen das 
conlinuirliche Quantum gehalten ist nun allerdings das discrete 
das vollkommenere, weil es die Momente der Discretion und Con- 
tinuität nicht mehr als e^afache, unmittelbare Einheit enthält, in 
der beide äusserlich nebeneinander bestehen (jedes Raumquaptum 
ist ja ein unterbrochener Fluss) ; — aber die Vermittelung dieser 
Einheit ist noch nicht Yollsländig und auf Kosten der Coptinuilät 
YoUbracht, so dass es immer ai^f das coutinuirliche Quantum a($ 
seine Ergänzung ^zurückweist, pie (jiscreten Eins der Zahl sind 
identisch und gelten alle eir>s was das andere und haben insoweit 
das Moment der Continuilät an ihnen selber* Aber das siti um* 
schliessende Band ist ein rein äusserliches, in welches sie lose 
bineingeknupft erscheinen, dergestalt dass ^ie sowohl gegen eii^- 
ander als auch gegen ibr Eins, d. b. die gan^a Zahl, genom^^^n 
ihre volle spröde Selbstständigkeit behaupten. Die weitere Ent- 
yrickelupg hat also diesen Mangel auszugleichen und hat zu ihrem 
JEndresultate die höheren Zablformen und in denselben die Bezie* 
hung der Zahlen auf einander, welche für die wissenschaftlich^ 
Erkenntniss indessen nicht als zufäUig bestimmte, sondern als 
überhaupt bestimmte ii^ solche Beziehung eintreten, ^eides zu- 
sammengenommen, die gegenseitige Beziehung und die AUgenaein- 
heit oder Unbestimmtheit der Zdh|formep, bringt (|en Begrj|f ü^x 
Variabilität, der stetigen Veränderuiig in die Forqpl der ßeziehung 
hinein, welche ni^nmehr erst, als Fqpktion, die vollkommene Ein- 
heit von Discretion und Continuität verwirkUcht. 

anders Hegel. Derselbe kommt am En(]e auch auf den, wenn 
auch, wie uns scheint, etwas anders gefas^teu Begri|f der Funktion 
zurück, welche er als Potenzenverhältniss oder yariabJes Verhält- 
piss bezeichnet: aber er vermag dieses nur durch einen Sprung 
der dialektischen Entwickelung, welchen er, ledigücb um den Be- 
griff der Variabilität zu erbalten, durch eine f^efJexionsbptrachjLuqg, 
nämlich den quantitativen Progress ins Unendliche auszufüllen 
i^ucbt. Die Zahl als die Einheit von Discretipn und Coptinuität 
wird vop ihm zuerst unter dem Momentß der Diacrßtiqn genopimen 
pnd dann unter dem Momente der CoptipuHlit. 3o %emmt ßV 
die Begriff^ des ($;i^tep8iyep uncj mteomy<ep Quantiim^i di^ ^icb ibiß 
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weiter als identisch ergeben. Hier ist nun zunächst zu bemerken, 
dass für die rein logische Betrachtung (welche an diesem Orte 
mit der mathematisch - philosophischen zusammenfallen muss) 
diese beiden Begriffe sich am Ende auf den Gegensatz zwischen 
Cardinalzahl und Ordinalzahl zurückführen, in welchem sich ohne 
besondere Mühe alle Momente von Hegels Dialektik aufzeigen las- 
sen, nur dass sie als extensives und intensives Quantum gefasst 
gar leicht mit fremdartigen Begriffen vermengt werden können. 
Namentlich ist es die Gradbestimmung, welche hier allenthalben 
spukt und in mancherlei Verwirrung hineingeführt zu haben scheint. 
Was indessen die herbste Rüge verdient, ist die Art, wie er von 
diesen Bestimmungen zu dem Progresse ins Unendliche kommt. 

„Das intensive Quantum ,*' sagt Hegel pag. 262, „ist als sein 
Widerspruch in sich selbst gesetzt die einfache sich auf sich be- 
ziehende Bestimmtheit zu sein, welche die Negation ihrer selbst ist, 
ihre Bestimmtheit nicht an ihr, sondern in einem anderen Quan- 
tum zu haben. Ein Quantum ist also seiner Qualität nach in 
absoluter Continuität mit seiner Aeusserlichkeit, mit seinem An- 
derssein gesetzt. Es kann daher nicht nur über jede Grössen« 
bestimmtheit hinausgegangen, sie kann nicht nur verändert wer- 
den, sondern es ist dieses gesetzt, dass sie sich verändern muss." 

Den Vordersatz dieser Entwickelung geben wir vollständig zu. 
Denken wir, was in einer Ordinalzahl, wie z.B. der 12te, liegt, 
so ist sie allerdings einfache sich auf sich selbst beziehende Be- 
stimmtheit, nämlich geradezu ein Eins, aber indem sie als 12tes 
Eins gesetzt wird, so ist ihre Bestimmtheit nicht mehr an ihr 
selber, sondern aus ihr heraus in eine andere Zahl, nämlich 12, 
übergegangen. Die Ordinalzahl ist somit das unmittelbare Eins, 
dessen Bestimmtheit als ausserhalb seines eigenen Sinns fallend 
durch eine andere bestimmte Zahl vermittelt wird. Aber wir müs- 
sen nun doch näher sehen, wie diese Vermittelung sich macht, 
und da bemerken wir sogleich, wie das unmittelbare Eins so viel 
mal in der Zwölf gesetzt sei als die Zwölf Einheiten hat. Hier- 
nach hat das intensive Quantum (um die Nomenclatur Hegels bei- 
zubehalten) nur insofern die Bedeutung durch ein anderes Quan- 
tum als einfache Beziehung auf sich selbst zu sein, als es eben 
sich selber in dem anderen als Einheit gesetzt vorfindet: so ist 
es nicht die aus sich herausgetretene, sondern die sich in dem 
Anderen fortsetzende Bestimmtheit, dergestalt dass es, indem es 
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sich in dem anderen bestimmt, in Wahrheit bei sich bleibt, dass 
sein Hinausgeben über seine Bestimmtheit nur angedeutet, ein 
blosses Sollen ist. Vielleicht möchte man einwenden, dass das- 
jenige, zu welchem hinausgegangen wird, die discrete bestimmte 
Zahl, doch jedenfalls eine reichere Bestimmung sei als das Eins, 
welches in jene als blosses Moment eintrete, also doch zu etwas 
anderem übergegangen werde. Aber auch das kann man nicht 
gelten lassen: denn das 12te £ins kann jedes der £ins sein, aus 
denen 12 besteht, weil jedes die Zahl 12 in gleicher Weise voll 
macht. Was hier einzig und allein statt hat, das ist ein bestimm* 
teres Auseinandertreten der Momente der Zahl, in welchem Aus- 
einandertreten jedoch keineswegs ihre absolute Scheidung, son- 
dern nur eine Ausgleichung ihrer Geltung eintritt. Ihre Einheit 
ist ein endgültiges Resultat der logischen Entwickelung und kann 
nicht wieder aufgehoben, sondern nur in höheren Formen ver- 
wirklicht werden. 

Hiernach ist es ganz und gar unstatthaft zu glauben, dass 
hier ein Verhältniss vorUege, in welchem eine Zahl darum in eine 

* 

andere übergehe, weil es ihrem Begriffe als Zahl gleichgültig bleibt, 
ob sie ein Mehr oder Minder Yon Einheiten enthalte, und Hegels 
entgegenstehende Behauptung, dass in dem intensiven Quantum 
„ein Quantum seiner Qualität nach in absoluter Continuität mit 
seiner Aeusserlichkeit, seinem Anderssein gesetzt sei,*^ ist ganz 
und gar unbegründet, so gewiss sie auch für sich allein, aus die- 
sem Zusammenhange mit dem intensiven Quantum losgelöst, ein- 
geräumt werden muss. Der Irrthum, der ihn hierzu verführt 
haben mag, ist die ungehörige Hineinmengung physikalischer Be- 
griffe, und wir wollen wenigstens den wichtigsten derselben ana* 
iysiren. 

Die einfache Bestimmung, welche wir z. ß. unter dem 12ten 
Wärmegrade verstehen, ist etwas von Einem Wärmegrad quali- 
tativ Verschiedenes, welches freilich die Ordinalbestimmung als 
ihr quantitatives Maass voraussetzt. Die 12 Wärmeeinheiten kön- 
nen darinnen nicht als für sich bestehende wahrgenommen wer- 
den, sondern sie sind in dem aufgegangen, welches sich unserer 
EmpGndung als dieser bestimmte Wärmegrad darstellt. Dieses 
innige Zusammenschmelzen der Eins mit der Bestimmtheit, in 
welche sie hineintreten, ist auf dem Boden der Arithmetik nicht 
möglich: hier kommt es nur zu einem Nebeneinander, in wel- 
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ebem jedes »ch in gleicher Sprddfaett sowohl gegen die ftbrigen 
?on der Zahl befassten Eins, als auch gegen die befassende Zahl 
selber behauptet. Die physikalische Bestimmung, in welcher diese 
Sprödheit gebrochen erscheint, ist eine reichere Kategorie als 
die rein mathematische, um welche es hier vornehmlich zu thun 
ist, und sofern das Zutreffende Ton dem Unzutreffenden nicht 
gesondert wird, auch nur als Beispiel übel angewandt. Wenn 
Hegel nun gar sie oder doch verwandte Begriffe zur Bezeichnung 
des logischen Fortschrittes gewählt hat, ist die Inconvenienz nicht 
zu vermeiden, dass er von dem Gebiete der reinen Mathematik, 
nachdem er es so eben erst mit der Zahl betreten hat, in das 
Gebiet des Geistes und der Natur hinüberspringt (denn aus erste- 
rem weiss er nichts dahin Gehöriges, was recht passen wollte, 
beizubringen), um mit dem Verhältnisse diesen Sprung rückwärts 
zu wiederholen. 

Wenden wir nun die Argumentation Hegels auf die ihm so 
geläufige Gradbestimmung an, so wird sie sich ungefähr wie folgt 
machen. Die einfache Bestimmung, weJcIie wir unler dem 12ten 
Grad Wärme verstehen, ist eine Zcihlbeslimmung, deren Bestimmt*^ 
heit in einer anderen Zahlbestimmtheit, nämlich dem Quantum 
von 12 Wärmeeinheiten, liegt und mithin, um richtig gedacht zu 
werden, allerdings den Uebergang zu einer anderen Zahlbestimmt- 
beit voraussetzt. Der Einwand, den wir oben Betreffs der Ordinal- 
zahl hiergegen erhoben, hat hier keine Gültigkeit mehr. Die 
erste Bestimmung ist etwas, was aus säromtlichen Einheiten der 
zweiten Bestimmung als dem innigen Durcheinander derselben 
hervorging, und tritt daher in keiner Weise als die der. letzte- 
ren zu Grunde liegende oder darinnen sich wiederholende Ein- 
heit auf. Aber Hegel will doch zeigen, dass es gesetzt sei, dass 
eine Zahl in eine andere Zahl übergehe. Um demnach zwei Zabl- 
bestimmungen zu erhalten, muss ihm der Grad, als einfache Be- 
stimmung genommen, die erste Zahlbestimmung und das ihm ent- 
sprechende Wärmequantum die zweite Zahlbestimmung sein, und 
dies ist dann auch die Unterlage der ganzen Beweisführung. Wie 
nun? Ist der Grad als solcher eine einfache Zahlbestimmung? 
Der Begriff der Wärmegrade schliesst auf jeden Fall qualitative 
Unterschiede in sich, und der Gebrauch der Adjectivc: heiss, warm, 
kühl, kalt u. dgl. deutet dieses klar genug an. Ueberdies das 
Einfache» als welches dieser bestimmte Wärmegrad von dem Ge- 
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föhle wahrgenommen wird, ist keine quantüave Bestimmung, son- 
dern gehört einer höheren Stufe der Logik an, und wenn man ja 
die allerdings, zu Grunde liegende Zahlbestimmung für sich lixi- 
ren will, so fäDt sie mil dem Wärmequantum zusammen, welches 
die Bestimmtheit des Wärmegrades ausmacht. Damit ist nur eine 
einzige Zahl im intensiven Quantum vorhamhMi, und He^^els De- 
monslralion schwindet in Nichts zusammen. Der 12te Wärme- 
grad als einfache Bestimmung ist dasselhe, was die Vorj?tellung 
von 12 Wärmeeinheiten befasst, und wrnn man die qualitative 
Beziehung abzieht, die an dem erst(^n Ausdruck hattet, so kommt 
die unverhullte Tautologie zu Tage, dass 12 = 12 ist. 

Was eigentlich aus dem intensiven Quantum resultirt, ist 
nicht die vage willkürliche Veränderung des einen Quantums in 
ein anderes, wie sie Hegel als gesetzt ansieht, und aus der er 
dann weiter den ganzen quantitativen Prozess ins Unendliche her- 
leitet, sondern eine Beziehung dieser beidcu bestimmten Quanta 
(und das ist ihre Continuitätmit einander), welche selber eine ganz 
bestimmte und angehbare ist. Sie ist dns Enthaltensein des einen 
Quantums in dem anderen, oder das Verhältniss zunächst des 
Eins zu einer anderen Zahl , von welchem aber leicht zu dem 
Verhältniss zwischen zwei bestimmten Zahlen überhaupt fort- 
geschritten werden kann. Denn wegen der Unbestimmtheit des 
unmittelbaren Eins kann jede bestimmte Zahl an seine Stelle tre- 
ten, da ja jede Zahl im Principe Eins ist. Dabei ist aber wohl 
zu merken, dass dies Verhältniss gleichsam noch starr ist. Denn 
die beiden Quanta, die seine Momente ausmachen, sind bisher 
noch ganz bestimmte, und ist bis jetzt noch kein Grund hervor- 
getreten, diese Bestimmtheit als einen Mangel zu betrachten und 
daher zu einem solchen Verhältnisse fortzugehen, wie es sich 
durch die Veränderlichkeit seiner beiden Seiten charakterisirt 

. ,. 5 10 . a 2a Sa x r.« 

(z. B. -5- = --^~ =r . . . . oder —r- == -^, - = -^r^ = ....). Diese 
06 2b ob . 

Veränderlichkeit als nothwendig hervorzuheben, wäre die weitere 
Aufgabe der Dialektik, welche Hegel jedoch vorgenommen und» 
wie schon erwähnt, durch den quantitativen Prozess ins Unend- 
liche zu lösen versucht hat. Obschon wir nun dessen Zusammen- 
hangslosigkeit mit seinen Vordersätzen bereits nachgewiesen ha- 
ben, so dürfte es doch, um seine ihm zukommende Stelle aus- 
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zumitteln, angemessen sein ihn auch für sich selber einer Kri- 
lik zu unterwerfen. 

Indem Hegel das intensive Quantum als über sich selber 
hinausweisend erkennt und sich auf die nähere Bestimmtheit die- 
ses Hinausweisens nicht weiter einlässt, rechtfertigt er durch 
solche vage Ausdrucksweise eines ganz bestimmten Gedankens 
den Schluss, dass nunmehr das Quantum an sich selber sich zur 
Ilineinbewegung in ein anderes bestimme, und da dieses Quan- 
tum die Natur des früheren als bestimmtes noch nicht abgestreift 
habe, sei die Wiederholung dieses Uebergehens ins Unendliche 
gesetzt. Dadurch tritt nun freilich Hegel in einen merkwürdigen 
Widerspruch mit sich selbst. Wenn er (und das mit vollem 
Rechte!) die absolute Unfähigkeit der Zahl aus sich selber heraus 
in die Beziehung zu anderen zu treten behauptet, wie kann er 
uns die Zumuthung stellen, ihre negative, ausscbliessende Be- 
ziehung durch die logische Entwickelung, d. h. doch wohl aus der 
Natur der Sache heraus als gesetzt anzusehen? Freilich, wenn 
wir von dieser bestimmten Zahl a durch die Hinzufügung irgend 
einer Menge von Eins zu einer anderen fortgehen und so weiter 
ins Unendliche fort: so ist allerdings eine Beziehung zwischen 
diesen aufeinanderfolgenden Zahlen gesetzt, aber nur durch un- 
sere Reflexion, und diese Beziehung findet ihre Rechtfertigung 
darin, dass die Bestimmtheit einer Zahl sich gegen ihr qualita- 
tives Sein gleichgültig verhält, und hat wesentlich die Bedeutung, 
die Ruhepunkte in dem Prozesse des Hinzuthuns von Eins zu 
jeder vorhergehenden Zahl zu fixiren und so dem zählenden Sub- 
jekte eine Art Uebersicht zu ermöglichen. Indem aber diese 
Ruhepunkte eben nur für das zählende Subject sind, so können 
wir hier füglich davon abstrahiren und erhalten dann als die 
' eigentliche Wahrheit des Progresses ins Unendliche weiter nichts 
als das fortwährende Setzen von Eins, d. h. also ein unbegrenz- 
tes Zusammen von Eins oder die allgemeine discrete Quantität, 
mithin ein Zurücksinken auf eine niedrigere Kategorie.*) 



*) Der Progress ins ünendlictie, wie er bei Hegel vorliegt, hat noch den 
Mangel sich innerhalb der discreten Zahlbestimmtheit dergestalt zn verwirklichen, 
dass er in Sprüngen fortschreitet. Nun ist es Treilich tbatsächjich, dass er, wie 
z.B. in den unendlichen Keihen, wirklich in dieser Gestalt vorkommt: aber er 
wird (insofern sie convergont sind) stets die Auflösung in die Form eines Grenz- 
prozesses gestatten, und in solchem ist er nach seinem Begriffe gesetzt, dem- 
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Hegel selber hat das Mangelhafte seines Progresses recht 
wohl gefühlt; er will rfan nur als Ausdruck, nicht als die Auf- 
lösung des im Quantum liegenden Widerspruchs ansehen, nach 
welchem es über sich selber hinausweist. Aber das ist nicht ge- 
nug, wenn nicht das Zugeständniss hinzugefügt wird, dass dieser 
Ausdruck des besagten Widerspruchs nicht der Logik, sondern 
lediglich der Reflexion angehöre. Die Aiidösung desselben soll 
nur das Verhältniss sein. Aber da Reflexionon , die zu dem ße- 
griflfe der Sache selber nur ein äusserliches Vrriiältniss haben, keine 
sichere Unterlage für eine logische Entwi( koiung abgeben können, 
so kann es nicht befremden, wenn der Begriff des Verhältnisses 
bei Hegel in der Luft schwebt, und seine Herleilung an mehr- 
fachen Unklarheiten leidet. Es mangelt im Einzelnen nicht an 
richtigen Bemerkungen: aber man sieht deutlich, wie er den hi- 
storisch vorliegenden Begriff desselben hinterher als ein Selbst- 
erzeugniss seiner Dialektik umzubilden sich bemuht hat, und wie 
er, nicht ohne ein gewisses vornehmes Herabsehen auf die Ma- 
thematik, seine philosophischen Formeln ihren einfachen und klar 
ausgesprochenen Wahrheiten substituirt. 

Diese Verachtung gegen eine Wissenschaft, die er gleichwohl 
nicht begriffen hat, ist am deutlichsten in seinem Urtheile über 
die Arithmetik dargelegt. 

Die Zahl ist nach ihm nur an sich bestimmt und somit das 
Bewegungslose, so dass die Arithmetik eines wissenschaftlichen 
Fortschreitens nicht anders fähig sei als durch unsere Reflexion. 
Es muss nun eingeräumt werden, dass die Zahl für uns, als die 
denkenden Subjekte, allerdings in die einfache Unmittelbarkeit 
eines reinen Abstraktionsbegriffes zurückgegangen ist, und dass 
wegen dieser Unmittelbarkeit ihres Seins in der That die gegen- 

zofolge er den Ausdruck des Widerspruchs zwischeu Conlinuiläl und Discrelion 
enthält. Er ist nun in Wahrheit ein conlinuirliches Fortschreiten auf dem Ge- 
biete der discreten Zahlbestimmlheit, und es wird weiter unten seine Natur von 
selbst erhellen, da wir ja auf das Wesen des Gronzprozesses noch einzugehen 
gezwungen sind. Wir begnügen uns hier mit der Bemerkung, dass der Progress 
ins Unendliche, auch wie er im Grenzprozesse sich realisirt, ganz besonders 
die Bedeutung hat in das Gebiet des suhjectivun Denkens zu fallen und die 
Conlinuität desselben mit objectiven Wahrheiten zu vermitteln. Der Grenzprozess 
fällt wesentlich in die Hülfsraillel der Methode hinein und, sobald wir durch 
ihn zu dem Begriffe gekommen sind, um welchen es zu Ihun war, wird er 
nicht weiter mehr beachtet pder gebraucht. 
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seitige Beziehung der Zahlen zum Theil durch uqs vollfAhrt wird. 
Aher die Thatigkeit, vermöge deren wir sie in Beziehung zu eijü- 
ander setzen, ist nicht gleichzeitig der Schöpfer der Art und Weise 
ihres Bezogenseins. Wir finden die Formen der ßeziehsung als 
ohjectiv gegebene vor, und unser Thun hsBii nur die Bedeutung, 
diese an sich leeren Formen mit einem realen Inhalte zu erlüUen. 
Lediglich um diese Formen, wie z.B. Summe, Produkt, Potenz« 
deren dialektische Herleilung wir oben angedeutet haben, handelt 
es sich in der Wissenschaft, und mit zufällig bestimmten Zahlen 
hat dieselbe es nur insofern zu thun, 9\s jene Formen in der 
Rechnung mit solchen eine nützliche Anwendung linden. Die Be-> 
rechnung wirklicher Bespiele geschieht entweder um eines prak- 
tischen Zweckes willen, oder um die Theorie durch ihr Zusaniroen- 
treffen in einem speciell gewählten Falle zu verans^chaulichen. Die 
Arithmetik als Wissenschaft kann solcher Beispiele entbehren, und 
in der ihr eigenthümlichen Methode sucht sie ganz ds^atselbe 
zu erreichen, was die Logik vollbringt: nämlich sie geht äh?r 
den unmittelbaren Begriff der Zahl hinaus zu den höheren For- 
men ihres Seins, und der Unterschied zwischen beiden ist also 
in der Sache ein verschwindender: er fcann höchstens in der Ver- 
schiedenheit der Methoden gefunden werden , vermöge deren der 
Fortschritt des Denkens sich verwirklicht. Hegel ist anderer Mei- 
nung. Er gibt der Arithmetik Schuld, bei der Zahl als einem 
lediglich für sich bestimmten Gedanken stehen zu bleiben und 
behält es seiner logischen Cntwickelung vor über diesen Gedan- 
ken hinauszugehen, während er dem Mathematiker, trotz dein er 
während solchen Hinausgehens selbst nur mathematische Begriffe 
borgt, weiter nichts als das leere Nachsehen lässt und den verr 
gebUchen Wunsch, die gleiche Höhe vernunftgemässer Entwicker 
lung zu erreichen. 

„Die Arithmetik ," sagt er (pag. 236) „betrachtet die Zahl 
und deren Figuren oder vielmehr betrachtet sie nicht, sondern 
operirt mit denselben. Denn die Zahl ist die gleichgültige Be- 
stimmtheit, träge; sie muss von aussen bethätjgt und in Bezie- 
hung gebracht werden. Die Beziehungsweisen sind die Rechnungs- 
arten. Sie werden in der Arithmetik nach einander aufgeführt 
und es erhellt, dass eine von der anderen abhängt. Der Faden, 
der ihren Fortgang leitet, wird jedoch in der Arithmetik nicht 
herausgehoben/' Weiter folgt nun eine syst^natis^he Zusßiomeor 
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Mellang der Recbnungsarlen, die aus der Reflexion über die Be* 
griflsbestimmCheit der Zahl sich eingeben soll und von der er wei- 
ter sagt, „dass sie keine Fbilosopbi« über dieselbe" (darin bat 
er gewiss Recht!), keine Darlegung etwa ihrer Bedeutung sei, 
w^il sie in der Tl|»t nicht eine immanente Enlwickelung des 
Begriffes ist/' Warum hat nun Hegel es nicht der Mühe für 
werth gehatten die logische Bedeutung der Rechoungsoperationeft 
festzulegen? Vermuthlich dürfte es ihm dann nicht entgangen sein, 
dass ihnen doch eine inämanente Cntwickelung des Begrififes, näm- 
lich die höheren Zählformen, zu Grunde liege. Statt dessen zieh^ 
er es vor eine angeblich neue Construktion der Rechnungsarten 
zu geben, und doch wird man in jedem erträglichen Uandbuche 
^enau denselben Gang nicht nur befolgt, sondern auch mit 
Bewusstsein ausgesprochen finden. Es müsste denn als eine we- 
sentliche Abweichung von diesem Gange betrachtet werden, dass 
BUS Gründen der Zweckmässigkeit die Lehre von den Proportio- 
nen häufig vor der Theorie der Potenzen abgehandelt wird. 

Weiter haben für Hegel die Begriffe der Summe, des Pro- 
duktes u. s. w. nur die Bedeutung die Resultate eines blossen Nu- 
merirerfs darzustellen, und er fügt ausdrücklich hinzu: „Die Mühe 
dieses Namerirens, die Erfindung der Summen und Produkte, 
ist durch die fertigen Eins in Eins oder Einmal Eins, die man 
nur auswendig zn lernen hat, abgethan/' Wirklich, wenn man 
dergleichen liest, ist man in Versuchung anzunehmen, dass Hegel 
mit dem Inhalte einer wissenschaftlichen Arithmetik in vollstän- 
diger Unbekanntschaft geblieben sei, oder wenigstens dass er das 
Maass von Rechnenkunst, ^welches über die unterste Klasse der 
Volksschule hinausreicht, für eined Ueberfluss ansehe. Freilich 
die gemachte Bemerkung ist für die Addition und Multiplikation 
t}er Zahlen von 1 bis 10 durchaus richtig. Aber bekanntlich hat 
man auch Zahlen, die über 10 hinausreichen, dem Calcül zu unter- 
irerfen und dann noch ganz besonders mit allgemeinen Zahlzeichen 
tu operiren. Durch Letzteres bestimmt man die Gesetze für die 
B<$cbnung mit ersteren, und die Rechnung mit Zahlformen erscheint 
soiiiit als das Wesentliche. Ist nun diese Rechnung an und lilr 
mh Kufättr^ und nur durch unsere Reflexion hervorgebrachte Be- 
ziehung der Zahlformen auf einander? Gewiss nicht! Denn d^r 
Begpiir der Zahl setzt sich in Folge des ihm inwohnenden Wider- 
9pi*u€bs in die höheren Zahlformen der Summe , der Differenz, 
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des Produktes, des Quotienten, der Potenz um, und da sie zu- 
gleich alle eine Seite enthalten, nach welcher sie als einfache Re- 
sultate des Numerirens, als gewöhnliche ZahlbestimnUheiten gefasst 
werden dürfen, so gestatten sie nicht nur, sondern fordern mit 
Nothwendigkeit ihre Combination , ihre gegenseitige Beziehung, 
wie sie z. B. in dem Probleme der Multiplikation zweier Summen 
hervortritt. Um dies zu zeigen, braucht man nur zu bemerken, 
dass dieselben Grunde, welche uns von der Zahl zu Summen und 
Produkten fortgehen Hessen, auch noch ihre Geltung für die bei- 
den Zahlbestimmtheiten behalten, welche ein Produkt umschliesst, 
und wenn wir demzufolge denselben die wenigstens formell all- 
gemeinere Form von Summen substituiren, so resultirt der Ge- 
danke, um den es sich handelt, nämlich der Gedanke eines Pro- 
duktes von zwei Summen. — Ueberhaupt ist es räthselhalt, wie 
Hegel bei seinem Standpunkte den Formen für die Beziehung der 
Zahlen auf einander den Charakter allgemeiner logischer Kate- 
gorieen absprechen konnte, da sie uns doch in allem naturlichen 
Sein als die bestimmende Macht entgegentreten, in welche sich 
die Gesetze desselben kleiden, und sie somit wahrlich nicht ledig- 
lich dem Subjekte angehörige Reflexionen sein können. Sie sind 
nun die allgemeinen Principien, welche die Arithmetik betrachtet, 
und zwar in eben so allgemeiner, wissenschaftlicher Weise, als 
sie aus der logischen Entwickclung heraus sich ergeben haben. 
Freilich jeder einzelne specielle Fall einer solchen Beziehung zweier 
(oder mehrerer) Zahlen auf einander hat etwas Aeusserliches und 
durch unsere Reflexion Gesetztes an sich. Aber was als das Aeus- 
serliche an dieser Beziehung erscheint, das ist die diesen Zahlen 
anklebende zufällige und ihrer Natur als Quanlis ganz gleichgül- 
tige Bestimmtheit. Es ist mein Belieben, mag es nun durch 
Gründe gerechtfertigt sein oder nicht, dass ich gerade diese spe- 
ciellen Zahlen in diese oder jene Beziehung eintreten lasse: aber 
die Bedeutung der Beziehung selber bleibt unangetastet von die- 
sem subjektiven Thun, welches sich eben nur in sie hineinversetzt. 
Bereits der elementarste Unterricht geht in bewusster Weise von 
diesem Standpunkte aus, indem er die Rechnung mit mehr als 
einziflrigen Zahlen wesentlich auf die Verknüpfung der mannig- 
fachen Zahlformen nach dem dekadischen System und die allge- 
meinen Gesetze solcher gegenseitigen Beziehung zurückführt. — 
Hegel meint ganz richtig, dass die Arithmetik die Zahl und 
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ihre Figuren befrachte: aber seine Consequenzen scheinen allein 
auf das Unwesentliche zu gehen, dass sie die (doch wohl zufällig 
bestimmte) Zahl allerdings auch zu ihrem Gegenstände hat, und 
das Wesenthche, dass sie mit den Figuren der Zahl, d.h. doch 
wohl ihren allgemeinen Formen, sich beschäftige, scheint er da- 
bei mehr nur darum zu erwähnen, um die einfach verständige 
Betrachtung dieser Figuren als ein Neues für sich zu usurpireu 
und dann diesen entscheidenden Gesichtspunkt geradezu fallen zu 
lassen, — womit dann freilich die Mathematik als die rein aus- 
seriiche und folgeweise unwissenschaftliche Erkenntniss dastehen 
muss. Die identische Gleichung 

248.248:^61504 

kann ihm also weiter nichts sein als der Ausdruck eines Ädditions- 
Exempels mit 248 Summanden und somit eigentlich eines reinen 
Numerirens! Gewiss ist dieses insoweit richtig, als der Begiiff 
des Produktes schliesslich mit dem Begriffe der Zahl zusammen- 
geht. Aber die Hauptsache bleibt ja doch, wie die Wissenschaft 
solches Zusammengehen durch die Gesetze für die gegenseitige 
Beziehung der Zahlformen vermittelt, und eben dieses wird in 
Hegels total äusserlicher AufTassungsweise ignorirt. 

Auch sonst verwickelt ihn dieselbe in die sonderbarsten Wi- 
derspruche hinein. So, wenn er die Entwickelung des Verhält- 
nisses giebt, welches nach ihm bekannthch die drei Stufen des 
direkten, des umgekehrten und des Potenzenverhällnisses durch- 
läuft, giebt uns schon der oberflachhchste Einblick in seine Logik 
die Ueberzeugung, dass er es durchweg von den Formen, unter 
welchen es in der Mathematik erscheint, nicht getrennt hat, ja 
dass er dieselben für so wesentlich hielt, dass er das höchste 
Verhältniss nach eben der Form benennt, welche ihm eigenthum- 
lich zugehören soll. Das ist nun an sich nicht zu missbilligen: 
vielmehr haben die Zahlformen des Produktes, des Quotienten 
und der Potenz schon an und für sich die Bedeutung, in derje- 
nigen Beziehung, welche sie zwischen Wahlen setzen, den Begriff 
des Verhältnisses zu involviren. Aber nach Hegel ist das Ver- 
hältniss eine logische Kategorie, die Rechnungsformen Begriffe, in 
welchen die logische Kategorie nur vermöge unserer Reflexion 
sich verwirkliche. Warum hat er also diese ReflexionsbegrifTe 
nicht als eine Verunreinigung, als eine subjektive Zuthat zu dem 
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rein logischen Kern aus dem Begriffe des Verhältnisses 2u ent- 
fernen versnchl, wenn er selber ihre objektive Bedeutung zwar 
zu verläugnen, aber keineswegs zu beseitigen im Stande gewesen 
wäre? Warum hat er wenigstens nicht bestimmt angegeben, was 
die mathematisclie Form weniger oder mehr enthalte als der reine 
Begriff? In dem dunkeln Gefühle von der Unmöglichkeit dieses 
zu leisten liegt denn auch vermuthlich der Grund, warum er, im 
Beginne seiner Anerkennung über die Begriffsbestimmlheit des 
mathemalischen Unendlichen, auf die bekannten mathematischen 
f'^ormen des Verhältnisses meistenlheils dergestalt eingeht, als ob 
sie denn doch wohl eine „immanente" Entwickelung des Begriffes 
zu ihrem tiefern Grunde hätten. Gleichwohl kommt er auch hier 
in Opposition mit der Wissenschaft, die, wenn sie begründet 
wäre, allerdings den Beistand derselben geradezu in Frage stellte. 
Nämlich die unendlichen Reihen gelten ihm als mangelhafte Dar- 
stellungen von VerhältnissbegrifTen, als mit der „schlechten" Un- 
endlichkeit behaftet, während dem ursprunglichen, von der Ma- 
thematik „sogenannten endlichen'' Ausdrucke, der Summe der 
Reihe, die wahrhafte Unendlichkeit zukomme. Indessen kommt 
seine Erörterung, soweit sie in Widerspruch zu den gewöhnlichen 
Bestimmungen steht, theils auf einen leeren Wortstreit hinaus, 
Iheils ist sie ganz besonders geeignet in eclatanter Weise den 
Leichtsinn bloss zu legen, mit welchem unser Philosoph mathe- 
matische Begriffe behandelt. 

Das Wesentliche, was im Verhältnisse liegt, ist nach Hegel 
(und darin hat er vollkommen Recht), dass die beiden Seiten des- 
selben nicht mehr lediglich als für sich bestimmte, gleichgültige 
Quanta gelten, sondern nach ihrer Bestimmtheit gegen einander; 
— daher es denn auch sich selber gleich bleibt, welche Verände- 
rungen auch mit diesen vorgenommen werden mögen, insofern 
nur die Natur der gegenseitigen Bestimmtheit dieselbige bleibt. 
Hierin liegt der quahtative Charakter, der es auszeichnet, und 
■der weiter in seinen höheren Formen und namentlich in dem Be- 
griffe der Funktion noch deutlicher l)«rvorbricht. Denn da es in 
dem Exponenten ein solches Quantum enthält, welches, indem es 
aus seinem eigenen Sein herausgeht und sich in die beiden Sei- 
ten des Verhältnisses hinein bewegt, gleichwohl vermöge der Be- 
ziehung der letziereiji, di« ihm iawohnende Sestimmtheit be* 
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wahrt*): so ist es ein solches Sein, welches sich aus seinem 
Anssersichkommen in sich seihst zuruciinimmt und daher an ihm 
seiher als das quantitative unendliche Sein gesetzt ist. Dieses 
quantitative Element ist aber noch nicht stark genug sich zur vol- 
len Geltung zu bringen, einmal, weil die beiden Quanla, die die 
Momente des Verhältnisses ausmachen, insoweit sie als zufällig 
bestimmte Quanla gelten, nur durch unsere Reflexion in die Be- 
ziehung eintreten und weiter, weil ihre Beziehung gegen einander 
an ihr selber noch als ein gewöhnliches Quantum (welches der 
Exponent heisst) gesetzt wird. Üamit soll nun eine doppelte Auf- 
fassung desselben zulässig sein, die eine, welcher die unverän- 
derliche Beziehung der beiden Seiten als die Hauptsache gelte, 
die andere, welche solche Beziehung nach ihrer Bedeutung durch 
ein gewöhnliches Quantum vorgestellt zu sein aufl*asse. Die letz- 
tere sei in der Darstellung des Verhältnisses als unendliche Reihe 
enthalten, die erstere belasse es in seinem gewöhnlichen Aus- 
drucke, welcher (als die Summe der Reihe) mit Unrecht als end- 
lich bezeichnet werde. Die Mathematik bedient sich bekanntlich, 
ohne irgend einen Unterschied ihrer Bedeutung anzuerkennen, bei- 
der AujfTassungen, mit der Vorsicht sich jedesmal ihrer vollkom- 
menen Identität zu versichern. Der allgemeine Ausdruck für diese 
Identität ist die bekannte Fundamentallormel 
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•) Sei das Verhältniss — gegeben und sein Exponent = c, so liegt es in 

h 

der Gleichung iL = c, dass c nicht etwa bloss als eine für sich bcslimmle 
b 

Zahl gefasst werden soll, sondern dass es eben so sehr seine Üeslimmtheit in 
der zwischen a uud b eintretenden Beziehing habe, d. h. ans den gegebeneu 
Zahlenwerlben von a und b gefolgert werden könne. Diese Beziehung ist eine 
solche, in welcher untersucht wird, wie oft 6 in a enthalten sei. Demgemäss 
ist es für diese Beziehung ganz gleichgültige welches die specielle Beslimmlheit' 
der Seilen des Verhältnisses sei, wenn nur die Natur ihrer gegenseitigen Be- 
stimmtheit dieselbige bleibt. Vielmehr können wir die erstere beliebig ändern 

und etwa — - -i_- , I»i oder dergleichen mehr an die Stelle von -- 
2b ' 36 ' Vi'' ^ 

snbsUtuiren, wenn nur die dergestalt geänderten Zahlenwerlhe von a und 6 das- 
selbe Verhalten zu einander bewahren, d. h. der eine beständig cmal in dem 
linderen enthalten bleibt. 
Schwarzes Philosophie der Mathematik. 4 
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welche für alle Werthe von s zwischen — 1 und +1 güllig ist. 
In(}em wir vorläuOg von dieser Beschränkung absehen, können 

wir fsogleich zugeben, dass im Hegerschen Sinn^' die Summe 

1 

-z der Reihe, ihr gewöhnlicher sogenannter endh'cher Aus- 

Ji ""^»r 

druck, in Wahrheit den Charakter der (qualitativen) Unendlichkeit 
an sich trage, nämlich weil er einen Verhältnissbegriff darstellt. 
Die rechte Seite unserer identischen. Gleichung hat nun freilich 
als unendliche Reihe diejenige quantitative Unendlichkeit an sich, 
welche Hegel als die schlechte zu bezeichnen gewohnt ist: ihre 
Glieder nehmen ins Unendliche ab und sind in unendlich grosser 
Anzahl vorhanden; aber das sie zusammenkettende Gesetz macht, 
dass jedes als integrirendes, nothwendiges Moment des Ganzen 
erscheint, und ist die qualitative Bestimmtheit » welche den aller- 
dings an sich zum Vorschein gekommenen, endlosen Prozess be- 
herrscht und seine Auflösung in den Begriff der allgemeinen Quan* 
tität nicht zu Stande kommen lässt: die einzelnen Glieder gelten 
nicht als Ruhepunkte, welche das Subjekt zur bequemeren Auf- 
fassung der unbegrenzten Abnahme setzt. Vielmehr indem sie 
aäxnmtlich Potenzbestimmungen sind, so haben sie alle für sieb 
eben so sehr die Geltung qualitativer Verhältnissbestimmungei), 
als der Ausdruck der linken Seite, und diese ihre eigentliche Be- 
deutung kann nicht dadurch verloren gehen, dass sie in Folge 
ihrer Verknüpfung als Summe in eine sie befassende Einheit auf- 
genommen sind: denn da sie in dieser Einheit oder äusserlich 
(als Summanden) neben einander gestellt sind, so ist nicht denk- 
bar, wie diese äussere Beziehung die innere an ihnen selber hervor- 
brechende aufheben könne. Die Summe von Polenzbestimmungen 
ist ebenso sehr Potenzbestimmung, als es jede einzelne nur sein 
kann. Damit darf denn die rechte Seite unserer Gleichung die 
gleiche Vollkommenheit, wie die linke, beanspruchen und kann 
ebenso gut wie diese sowohl als quahtatives Verhältniss, als auch 
als discretes Quantum begriffen werden« Nichts anderes lehrt die 
Analysis, welche die unendliche Reihe als vollkommen identisch 
mit ihrer Summe fasst und sich ihrer unbedenklich bedient, um 
die Natur der entsprechenden Funktion festzulegen. Dieses über 
alle Zweifel erhabene Faktum hat indessen Hegel in keiner Weise 
genirt. Seine Philosophie scheint es für die mathematische Be- 
trachtung für erlaubt zu halten, unbeirrt von den Thatsacben aus 
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Consequenzen dann allerdings dahin fähren müsslen zu zeigen, 
wie das Thatsächliche eben nicht Ihatsäcblich ist. Sehen wir denn 
näher zu, welcher Natur der Begriff ist, aus dem heraus er sei- 
nen Vernichtungskampf gegen das malhemattsche VorurtheiF und 
den mathematischen Aberglauben beginnt, und lassen wir zu dem 
Zwecke ihn selber sprechen (pag. 294) : 

„Die unendlich« Reihe ist in Wahrheft Summe; ihr Zweck 
ist das, was an sich Verhältniss ist, in der Form einer Summe 
darzustellen, und die vorhandenen Glieder der Reihe sind nicht 
als Glieder eines Verhältnisses, sondern eines Aggregates. Sie 
ist ferner vielmehr der endliche Ausdruck; denn sie ist das un- 
vollkommene Aggregat und bleibt wesentlich ein Mangelhafles. Sie 
ist nach dem, was in ihr da ist, ein bestimmtes Quantum; dieser 
fehlende Theil ist in der That das, was das Unendliche an der 
Reihe heissl, nach der nur formellen Seite, dass er ein Fehlen- 
des, ein Nichtsein ist; nach seinem Inhalte ist er ein unendliches 
Quantum. Das was in der Reihe da ist, zusammen mit dem, was 
ihr fehlt, macht erst das aus, was der Bruch ist, das bestimmte 
Quantum, das sie gleichfalls sein soll, aber zu sein nicht ver- 
mag. — Das Wort: Unendlich pflegt, auch in der unendlichen 
Reihe, in der Meinung etw^s Hohes und Hehres zu sein; es is€ 
dies eine Art von Aberglauben, der Aberglaube des Verstandes; 
man hat gesehen, wie es sich vielmehr auf die Bestimmung der 
Mangelhaftigkeit reducirt/' 

„Dass es, kann noch bemerkt werden, unendliche Reihen 
giebt , die nicht summirbar sind , ist in Bezug auf die Form von« 
Reihe überhaupt ein äusserlicher und zufälliger Umstand. Sie 
enthalten eine liöhere Art der Unendlichkeit, als die summirbaren ; 
nämlich eine Incommensurabilität oder die Unmöglichkeit: das 
darin enthaltene quantitative Verhältniss als ein Quantum , sei es 
auch als Bruch, darzustellen; die Form der Reihe aber als solche, 
die sie haben, enthält dieselbe Bestimmung der schlechten Unend- 
liehkeit, welche in der summirbaren Reihe ist." 

Nehmen wir diese Argumentation durch, so ist allerdings die 
unendliche Reihe eine Summe : aber ihre Glieder sind darum noch 
nicht ein zusammengewürfeltes Aggregat, sondern vermöge des sie 
beherrschenden und mit einander verknöpfenden Gesetzes ist ihr^ 
Zasemmen al» ein Zusammei^ qualitativer VerhältnissbegrifiTe denn 

4% 
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Summenausdruck der Reihe total identisch. Wenn sie weiter als 
der eigentlich endliche Ausdruck^ wegen der ihr inwohnenden Un- 
Vollkommenheit und Mangelhaftigkeit charakterisirt und dies dahin 
erläutert wird, dass sie ein geringeres Quantum vorstelle, als sie 
eigentlich solle, so dass erst ein bestimmtes Quantum hinzukom- 
men müsse, um den Werlh des Bruches, dessen Entwickelung sie 
ist, vollzumachen: — so [sind dies Phantasieen, welche Hegel 
lediglich aus seinem Begriffe der Sache genommen hat, und zudem 
hat er es sorgfältig vermieden, an einem concreten Beispiele zu 
zeigen, was denn eigentHch das Mangelhafte sei, welches er der 
Analysis andichtet. Der unendlichen Reihe mangelt durchaus nichts 
an ihrer Summe, in welche die unendlich vielen Glieder gleich- 
massig eintreten, und die Wissenschaft, sobald sie mit ihr zu thun 
hat, operirt nicht mit einem Theile ihrer Glieder, sondern lässt 
sie alle eins wie das andere in ihre Betrachtung hineingehen, so 
dass an etwas, was fehle, nicht im Mindesten gedacht werden 
darf. Etwas anderes ist es, wenn wir uns der Reihe zur nume- 
rischen Berechnung einer Funktion bedienen, in welchem Falle 
wir je nach dem Maasse der gewünschten Genauigkeit uns auf eine 
grössere oder geringere Anzahl ihrer Glieder beschränken ; — aber 
es kann Hegel nicht unbekannt geblieben sein, dass diese Unge- 
nauigkeit nicht die Wissenschaft, sondern nur die praktische An- 
wendung trifft, wo sie, damit man die Fehlergrenze beliebig ver- 
kleinern kann, als verschwindend angenommen werden darf. Oder 
sollte er wirklich angenommen haben, dass es Mathematiker gäbe, 
welche z. B. die in den Tafeln verzeichneten Werthe der trigono- 
metrischen Funktionen einer Untersuchung über die Eigenschaften 
derselben zu Grunde legen möchten? Eine solche Untersuchung 
kann vielmehr ihre letzte Zuflucht immer nur zu den allgemeinen 
Reihenausdrücken für die Sinus, Cosinus und dergleichen mehr 
nehmen, und ist sogar für die meisten andern Funktionen gar 
kdne andere Form vorhanden, in welcher sie nach ihrer ganzen 
Natur bis jetzt dargestellt worden wären. Der Philosoph aber 
behauptet die Unzulänglichkeit und Mangelhaftigkeit dieser Form 
und überlässt es dem Scharfsinn der Mathematiker, wie sie sich 
aus der Sackgasse herausziehen, welche freilich nur ein Erzeug- 
niss lediglich seiner Einbildung ist. In der That, wenn an dieser 
Einbildung Wahrheit wäre, so würde beinahe alles wanken, was 
die neuere Analysis seit Descartes geschaffen hat. Von den meisten 
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Theoremen über transscendente Funktionen, sofern sie nicht (wie 
es z. B. bei den trigonometrischen Funktionen zum Theil der 
Fall ist) auf geometrische Betrachtungen gegründet sind, würde 
fast gar nichts übrig bleiben, weil sie doch alle die qualitative 
Natur dieser Funktionen betreffen und gleichwohl ihr Beweis 
schliesslich auf die unendliche Reihe, welche doch eben diese 
Natur gar nicht oder nur in mangelhafter Weise zum Ausdruck 
bringen soll, zurückzuführen pflegt. Namentlich möchte auch von 
der Theorie des. höheren Calcüls nicht viel übrig bleiben: denn 
letztlich ist es ja auch hier die Identität einer Funktion mit ihrer 
Reihenentwickelung, welche dem Analytiker, wenn alle anderen 
Methoden versagen, als einzige Zuflucht übrig bleibt; — und die- 
ser Boden, auf dem er bisher feststehen zu können meinte, wird 
ihm nun unter den Füssen weggerückt. 

So revolutionäre Consequenzen zieht nun zwar Hegel nicht 
und wahrscheinlich, wenn er die ganze Schärfe des Widerspruches 
erkannt hätte, in welchen der gesammte Bestand der Wissenschaft, 
sobald er mit seineir Ansicht Ernst machte, hineinverwickelt wer- 
den müsste, würde er doch wohl Anstand genommen bähen ledig- 
lich mit einigen lose aneinander gereihten philosophischen For- 
meln die wichtigsten Bestimmungen der positivsten aller Wissen- 
schaften anzugreifen ; — aber indem er der Umwälzungen, die aus 
seinen Festsetzungen folgen , sich nicht bewusst zu sein scheint, 
fährt er fort uns seine Entdeckungen über die Reihen aus dem 
Begriffe heraus zu vervollständigen. Diese Vervollständigung ist 
nun allerdings kein eigentlicher systematischer Fortschritt: viel- 
mehr scheint er bereits eine solche Reinigung der Begriffe bei 
seinen Lesern vorauszusetzen, dass er ihnen auch ohne weitere 
sei es mathematische oder dialektische Begründung und Ausein- 
andersetzung das Verständniss seiner Gedanken anmulhen dürfe« 
Wir erfahren nämlich rein historisch, dass es zwei Arten von 
Reihen giebt, die convergenten , welche summirbar sind, und die 
divergenten, welche keinen endlichen Summenausdruck zulassen. 
Wenn nun die ersteren „von dem Aberglauben des Verstandes" 
überschätzt worden sind, so ist er so gütig für die Enttäuschung 
dieses Glaubens uns die volle Entschädigung in der Betrachtung 
der letzteren in Aussicht zu stellen, mit welchen freilich die ma- 
thematische Beschränktheit bis jetzt nichts anzufangen wusste. 
Sie sollen nämlich eine viel höhere Art der Unendlichkeit enthal- 
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ten als die convergenteD, und hoffen wir schon das eben von 
Grund aus erschütterte Gebäude wieder von Neuem festgelegt zu 
sehen. Leider schwindet diese Hoffnung sogleich wieder zusam- 
men, wenn wir im Betreff der Natur dieser Unendlichkeit darüber 
belehrt werden, dass sie eine „Incommensurabilität/^ eine «,Un- 
möglichkeit'^ ausdrücken, „das darin enthaltene quantitative Ver- 
hältniss als ein Quantum, sei es auch als einen Bruch darzustellen!'' 
Bei dieser rein negativen Bestimmung bleibt es, und nachdem un- 
sere ganze Neugier geweckt ist, erfahren wir nicht, was denn in 
dieser Unmöglichkeit so Hohes verborgen liegt. 

Wir wollen nicht leugnen, dass vielleicht die Zukunft uns 
über die Bedeutung der divergenten Reihen noch positive Auf- 
schlüsse gewähren könne: aber es ist sicherlich jede Entwickelung 
dieser Bedeutung aus dem Begriffe heraus vag und ungewiss, so 
lange wir sie eben nicht begriffen haben. Im G^entheile kann 
behauptet werden, dass das, was Hegel über die Natur der diver- 
genten Reihen beigebracht hat, nach einer geringen Modifikation 
vielmehr die convergenten Reihen charakterisirt : diese enthalten 
in der That eine Incommensurabilität, nämlich die Unmöglichkeit 
das in ihnen zum Vorschein kommende Funktionen- Verbal tniss 
in Form der Potenz in endhcher und geschlossener Weise zum 
Ausdrucke zu bringen, und eben darum ist der Potenzausdruck der 
Funktion eine Reibe mit unendlicher GUederzahl. Die divergenten 
Reihen sind geradezu gleich OD , und wie ein solcher unendlicher 
Summenausdruck zu der gegebenen Funktion sich verhalte, dar- 
über haben wir bis jetzt noch nicht einmal eine bestimmte Ver* 
muthung. 

Als Entschädigung der Unterschätzung, welche Hegel den con- 
vergenten Reihen widerfahren lässt, kann vielleicht angeführt 
werden, dass die Theorie der Reihen meistens dem höheren Calcül 
vorgenommen oder, wenn dies nicht der Fall sein sollte, geradezu 
eingeschaltet wird, wenigstens insoweit sie auf die Entscheidung 
ihrer Convergenz oder Divergenz eingeht. Hierdurch wird eine 
besondere Untersuchung der Reihe nothwendig, welche mit der 
durch sie vorgestellten Funktion gar nichts zu thun hat. Diese 
Unwissenschaftlichkeit, dass die Frage nach der Gültigkeit der 
Reihe nicht auch durch die unmittelbare Betrachtung der Eigen- 
schaften ihrer Summenfunklion zur Entscheidung kam , ist durch 
das bekannte Theorem von Cauchy beseitigt, welches die Gültig- 
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keit der Hac-LauHn'schen ReiheAentWickelung , d. h. ihre Con- 
vergenz, auf die Continuität und Endlichkeit der urspränglicben 
Funktion und ihrer Ableitungen zurückfuhrt. Damit ist die iden- 
tische Beziehung einer Funktion und ihrer Entwickelungsreihe 
nach allen Seilen hin dargethan, und der Schein der Aeusserlich«^ 
keit und Un Vollständigkeit, welcher früher in dem Umstände ge- 
funden werden konnte, däss die Reihe, die aus der Betrachtung 
der Funktion fliesst, erst einer abgesonderten, nur sie allein be- 
trcfTcnden Untersuchung zu unterwerfen ist, ehe man sie als 
identisch mit der Funktion setzen darf, nunmehr ganz und gar 
aufgehoben. Dieses selbe gilt auch von anderen Entwickelungen 
auf dem Gebiete der höheren Analysis, z. B. dem Theoreme über 
die nach dem Sinus und Cosinus der Vielfachen eines Argumen- 
tes fortschreitenden Reihen, ferner den Reihenentwickelungcn in 
der Theorie der elliptischen Transscendenten und dergleichen 
mehr. (Die letzteren beruhen auf dem Uebergange vom Endlichen 
zum Unendlichen, und können wir uns leider auf eine Kritik die- 
ses Ueberganges nicht einlassen.) 

Es ist vielleicht nicht unzweckmässig, wenn wir als auf ein 
Ergebniss der bisher an Hegels Princip der Reihe geübten Kritik 
auf eine Differenz aufmerksam machen, welche zwischen dem von 
uns aufgestellten Begriff der Funktion und demjenigen besteht, 
was Hegel sich unter Potenzenvcrhältniss gedacht zu haben scheint. 
Nach dem allgemeinen Gange seiner metaphysischen Untersuchung 
sind wir allerdings berechtigt die vollkommene Identität zwischen 
beiden Begriffen anzunehmen. Aber seine Polemik gegen die un- 
endliche Reihe lässt klar erkennen, dass eine Beschränkung dieser 
Identität wohl in seinem Sinne sein dürfte. Nämlich man kann, 

namentlich auch in Rücksicht auf das Beispiel •^- =p, welches 

er zu dem Potenzenverhältnisse beibringt, nicht daran zweifeln, 
dass er die Veränderlichkeit der Beziehung zwischen den beiden 

y 

Seiten, d. h. also die Veränderlichkeit des Exponenten — als sein 

wesentliches Merkmal ansieht. Diese Veränderlichkeit wird nun 
durchaus nicht aufgehoben, wenn wir dasselbe, sei es aus einer 
endlichen, sei es aus einer unendlichen Anzahl von Potenzverhält«^ 
nissen, zusammensetzen. Gleichwohl, wie wir wissen, lässt Hegel 
die unendliche Reihe nicht als Verhältniss, sondern nur als An- 
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zahl gellen. Es mösste also dadurch, dass das Sammenzeichen 
zwischen mehrere Potenzverhältnisse tritt, ihr Zusammen unver- 
mögend werden, noch ein Potenzverhältniss auszudrucken, so dass 
es nur noch als blosse Anzahl gälte; und in weiterer Folge hier- 
von würde von einem Potenzenverhältniss nur da die Rede sein 
können, wo der zwischen ^ und jr gesetzte Zusammenhang nur ver- 
möge eines einzigen Theorems ausgedrückt wird. 

Wenn wir gleich die UnStatthaftigkeit dieser Behauptung schon 
in positiver Weise aufgezeigt haben, so wollen wir doch noch 
speciell Hegels Raisonnement beleuchten, um an seiner Nichtigkeit 
keinen Zweifel übrig zu lassen. Hegel spricht pag. 291 u. pag. 
292 über den in Rede stehenden Gegenstand und bedient sich 
des Beispieles 

y=: 0,2857 14.... 

2 
und es soll ^nun -;=- allein den Verhältnissausdruck darstellen, um 

welchen es zu thun ist, dagegen die Reihe 0,285714... das Ver- 
bältniss nur ausdrücken, insofern es Anzahl ist. „Dass die 
Grössen, welche den Reihenausdruck als Anzahl ausmachen sollen, 
wieder aus Decimalbrüchen, also selbst aus Verhältnissen bestehen, 
darauf kommt es hier nicht an; denn dieser Umstand betrifft die 
besondere Art der Einheit dieser Grössen, nicht sie, insofern sie 
die Anzahl constituiren ; wie auch eine aus mehreren Ziffern be- 
stehende ganze Zahl des Decimalsystems wesentlich als eine An- 
zahl gilt und nicht darauf gesehen wird, dass sie aus Produkten 
der Zahl 10 und deren Potenzen besteht." Der Umstand also, 
dass die einzelnen Glieder der Reihe 0,285714... sich unter die 
Form von Verhältnissen stellen, soll in keiner Weise bedingen, 
dass die Reihe, das Zusammen dieser Verhältnisse, auch noch ein 
Verhällniss ausdrücke ; vielmehr er betrifft nur die „besondere Art 
der Einheit dieser Grössen," nicht sie, „insofern sie die Anzahl 

2 8 5 
constituiren." Wie aber sollen die Glieder ^nr» 
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anders die Anzahl constituiren, als indem sie auf die besondere 
Art ihrer Einheit, also respective Zehntel, Hunderstel, Tausendstel, . . 
bezogen werden? Oder können sie als von dieser Beziehung los- 
getrennte die Anzahl constituiren ? Dieser Schein könnte bei einer 
endlichen Reihe entstehen, wie z. B. 0,285. Hier könnte man 
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sagen, dass die Anzahl j^ = ^^+^^+j^ dergestalt 

von den einzelnen Gliedern constituirt würde ^ dass sie respektive 

unter die Form Tääa » TÄjm » fÄnn gebracht und mithin von der 

Beziehung auf ihre besondere Einheit (Zehntel, Ilunderstel, Tau- 
sendstel) losgelöst werden — aber diese Loslösung ist eben nur 
ein leerer Schein; denn das Wesen ihrer Beziehung auf die be- 
sondere Art ihrer Einheit bleibt beibehalten, und die IJmwandelung 

betrifft nur die Form der Beziehung ; 7-m\^ hört nicht bloss nicht 

auf Verhältniss zu sein, sondern es bleibt dasselbe Verhältniss, 

2 

welches vorhin unter der Form jtt auftrat. Bei einer unendlichen 

Beihe vollends fallt auch der blosse Schein weg, den man etwa 
für Hegel anzuführen geneigt sein könnte. Denn hier bleibt nichts 
übrig als ihre Glieder in der ihnen eigenthümlichen Form zu be- 
lassen, weil der Grund zu der Veränderung, die wir mit den 
Gliedern einer endlichen Beihe vornehmen, hier in keiner Weise 
vorhanden ist, und wir sind daher vol'kommen unvermögend uns 
etwas Vernünftiges dabei zu denkeh, wie die Glieder einer unend- 
lichen Beihe, die doch für sich genommen Verhältnisse sind, in- 
sofern sie die durch die Beihe vorgestolüe Anzahl constiluiren, 
als Verhältnisse zu gelten aufhören sollten. — Wenn ferner an- 
geführt wird, dass auch eine mehrziffrige ganze Zahl des Decimal- 
systems wesentlich als Anzahl gilt und nicht darauf gesehen wird, 
dass sie aus Produkten einer Zahl und der Zahl 10 oder deren 
Potenzen besteht, so ist freilich einzuräumen, dass sie als dieser 
bestimmte Complex von Einsen gefasst werden kann. Aber wenn 
sie als ein solcher ordnungsloser Complex wirklich gefasst wird, 
wozu denn die Bezeichnung nach dem dekadischen Zahlensysteme? 
Sollte dieselbe nur eine zwecklose Form sein? Gewiss nicht! 
Sondern es liegt in dem Begriffe der Zahl, dass sie als ein System 
von Zahlbestimmungen vorgestellt wird. Was nun insbesondere 
die ganze Zahl anlangt, so sind die Theile, in die wir sie zufolge 
des dekadischen Systemes uns anordnen, alle an ihnen selber schon 
auf ein und dieselbe Einheit bezogen, und es ist daher nichts 
leichter als ihre Zusammenfassung in Eins, d. h. in ihre Anzahl, 
zu denken. Das ist aber ganz anders bei unserer Beihe für 
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2 

-=-; hier ist jedes Glied auf eine besondere Art d<er Einheit be- 
zogen, und es ist daher die Vergleichung der Reihe 0,285714.. »^ 
mit dem , was bei einer ganzen Zahl statt hat, (unbedingt zu ver- 
werfen. Denn in dem Punkte, der das tertium comparationis 
bildet, treffen die verglichenen Gegenstände nicht zusammen : eine 
Zahl als Anzalil genommen ist in unmittelbarer Weise auf die 
Einheit bezogen, eine gebrochene Zahl ist als Anzahl nur in un- 
mittelbarer Beziehung auf .die Einheit. jUnd dann selber wenn 
wir dies Gleichniss gelten lassen, so mnss man doch an einen 
Philosophen die Forderung stellen, seine Gedanken nicht bloss 
bildlich oder gleichnissweise zu veranschaulichen, sondern in be- 
stimmte unzweideutige Worte zu fassen. 

Schliesslich wollen wir noch bemerken, dass Hegel bekannt- 
lich drei Stufen des Verhältnisses unterseheidet: das direkte, das 
umgekehrte und das Potenzverhältniss. Man kann am Ende diese 
Unterscheidung sich gefallen lassen, ohne jedoch ein grosses Ge- 
wicht darauf legen zu dürfen. Wesentlich ist nur die Betrachtung 
des direkten und des Potenzverhältnisses: das letztere kann als 
eine Zusammensetzung, als eine zusammengehörige Folge von Ver- 
hältnissen der ersten Art betrachtet werden, deren Seiten jedoch 
auf unveränderliche Art bestimmt sind, und fär den Fall, dass 
wir dieselben als unter sich identische (d. h. als mit unveränder- 
lichem Exponenten) voraussetzen, geht diese Folge wieder mit 
dem Begriffe des direkten Verhältnisses zusammen. Wir können 
daher nicht unbedingt mit Hegels Ansicht übereinstimmen, „dass 
man wegen der besonderen Natur der veränderlichen Grössen'' im 
direkten Verhältnisse oder in der linearen Funktion y=as „andere 
Bezeichnungen einführen solle, als die gewöhnüchen der unbe- 
kannten Grössen in jeder endlichen bestimmten oder unbestimmten 
Gleichung." ,,Es ist'' nach ihm „ein Mangel des Bewusstseins 
über die Eigenthümlichkeit dessen, was das Interesse der höheren 
Analysis ausmache, und das Bedürfniss und die Erfindung des 
Differenlialcalcüls herbeigeführt hat, dass Funktionen des ersten 
Grades in die Behandlung dieses Calcüls für sich mit hineinge- 
nommen werden." Wir wollen durchaus nicht ableugnen, dass 
in diesem Raisonnement etwas Wahres liegt, und dass bereits die 
Lehre von den Proportionen die Theorie der linearen Gleichung 
erschöpft. Aber auf der anderen Seite möchte es doch schwer 
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nachzuweisen sein, dass die Bestimmungen des höheren Calcüls 

mit gewissen sich von selbst ergebenden Modifikationen nicht auch 

auf diesem Gebiete ihre Anwendbarkeit behalten, Yielmehr werden 

sie nur durch die besondere Leichtigkeit und Einfachheit, mit der 

sich die Anwendung gestaltet, hervortreten. Aber selbst wenn 

man sich nun auch, vielleicht für das Beitürfniss des Anfanger?, 

zur Annahme von Hegels Vorschlag entschlösse, so könnte man 

dies doch nur Ihun, um ihn sofort wieder fallen zu lassen, sofern 

nicht die Traktabilität des Calcüls in einer heillosen Verwirrung 

der Bezeichnung untergehen sollte. Denn bekanntlich ist es 

meistens der Fall, dass Funktionen des ersten und höherer Grade 

gleichzeitig in dfe analytischen Operationen hineingehen. Ohnedem 

wäre vom Hegel'schen Standpunkte aus mit ziemlich gleichem 

Rechte auch für das umgekehrte Vcrhältniss oder, was auf das- 

ü 
selbe hinausläuft, für die hyperbolische Funktion y= — eine be- 

s 

sondere Bezeichnungsweise erforderlich, tiotzdem, dass die Ana« 

lysis bisher nicht die mindeste Veranlassung hierzu gefunden hat 

und sogar eine Menge Gründe dem entgegenstellen könnte.*) 



*) Es möge noch eine fCntwickeliing des Verliitllnlsses aiigcdeutel werden, 
die aus den vorhergehenden Erörterungen von selbst zu fliessen scheint. Aus 
dem Begriffe des intensiven Quantums her haben wir das starre Vcrhältniss, wie 
wir es nannten, erhallen und kann dasselbe analytisch durch die Unverändert 
lichkeit seiner Seilen und seines Exponenten char.ikterisirt werden. In demsel- 
ben sind nun zwei Momente zu unterscheiden, zuerst die Üestimmihcit seiner 
Seilen für sich and dann ihre Bestimmtheit gegen einander, deren Natur in dem 
Exponenten ausgedrückt ist. Das starre Yerhältniss kann als die unmiUelbare 
Einheit dieser beiden Bestimmtheiten angesehen werden, welche man ganz pas- 
send durch die Namen der Seitenbestimmthcit und der Verhältnissheslimmlbeit 
bezeichnen dürfte. Dos neue Moment nun, welches mit dem starren Verhält- 
Bisse in die dialektische Entwickelung eingetreten ist, ist dieses, dass die 
Zahlen nicht mehr lediglich als für sich bestimmte gelten, sondern als durch 
ihre gegenseitige Beziehung bestimmt; es fallt also in die Verhältnissbeslimmt' 
heil hinein, doch so, dass es noch nicht als gesetzt erscheint, als sich wirklich 
bethätigend, indem die Verhältnissbestimmtheit noch gleichgültig neben der Sei- 
tenbestimmthcit besteht und sich durchaus einflusslos auf sie verhält. Wir werden 
demgemäss zu einem Verhällniss fortschreiten, weiches unter dem Momente der 
Verhällnissbestimmtheit wirklich gesetzt ist — dem direkten Verhältnisse. In 
solchem Verhältnisse ist die Seitenbestimmtheit durchaus veränderlich , doch so, 
dass diese Veränderlichkeit durch die unveränderliche Natnr der Verhältnissbe- 
stimratheil (oder des Exponenten) beherrscht wird. Aber es hat die Einseitigkeit 
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5. 

Ber Begriff des Bifferenttalquotienten. 

(Die Methode der Grenzen.) 

Wir wollen nun näher auf den Gegenstand eingehen, der uns 
eigentlich beschäftigt, nämlich auf die eigenthümliche Methode, 
vermöge deren die Mathematik in die Natur der discret-con- 



dass die Seilcnbcstimmtlieit in ihm als selbslständiges Moment zurücktritt und^ 
indem sie sich nicht in ihrer eigenen Bestimmtheit zu behaupten vermag, einer 
durch den Exponenten gesetzten Veränderlichkeit preisgegeben ist. Nun aber 
hat sie, so wie sie uns in dem starren Verhältnisse vorliegt, ganz dieselbe Be- 
rechtigung, wie die Verhäitnissbestimmtheit, und wir sind darum genöthigt den 
Gedanken eines solchen starren Verhältnisses zu fassen, welches unter dem Mo- 
mente der Seilenbesliromlheil gesetzt ist, und in welcher daher die Verhäitniss- 
bestimmtheit von ihr abhängig und beherrscht ist. Dies ist in dem variablen 
Verhällniss, wenn wir darunter irgend eine durch die arithmetischen Rechnungs- 
operationen vermittelte wechselseitige Beziehung zweier allgemeiner Zahlelemente 
verstehen, Ihalsächlich der Fall. Denn wir haben darin eine (im Allgemeinen 
coulinuirliche) Aufeinanderfolge von speciellen zusammengehörigen Zahlenwerthen 
der beiden Elemente x und y, deren Zusammenfassung uns den Begriff der 
Funktion giebt. Jede zwei zusammengehörige Z^hlehwerthe sind unveränderliche 
gleichsam slarre Zahlen und haben eine gewisse Verhältnissbestimmtheit, welche 
unmittelbar ans jenen berechnet werden kann. Demgemäss haben wir in der 
Funktion oder dem variablen Verhältniss die starre Seitenbestimmtheit in eine 
fliessende Veränderung bineiugesetzt, jedoch so, dass sie in jedem Momente 
dieser Veränderung als starre Seilenbeslimmiheit bleibt, welche ihre Verhäitniss- 
bestimmtheit erzeugt, und somit gleichfalls in ihren Fluss hineinreisst. Dass 
die Verhäitnissbestimmtheit in der Funktion das Gesetzte ist, das von der Sei- 
tenbestimmtheit Reherrschte, erkennt man daraus, dass sie nicht unmittelbar 
berechnet, sondern erst ans den verschiedenen zusammengehörigen Zahlenwerthen 
der Seiten x und y des Verhältnisses gefolgert werden kann. Sei z. B. xy=^2A, 
so sind a; = lundy=24,a;=2undy=12,a;=^3undy=8,a;=4undy=^6u.s.w. 
zusammengehörige Zahleuwerlhe für x und y, denen respeclive die Vcrhältniss- 

f. 8 3 

bestimmtheiten —=24,6,-^, — .... entsprechen, und diese können offenbar 

24 

nicht unmittelbar aus der Funktion y= — berechnet werden, ehe man die be- 

X 

^üglichen Werthe für x und y kennt. 

Es ist unschwer zu sehen, dass das geometrische Bild für das starre Ver- 
hältniss der Punkt, für das direkte die gerade Linie und für das variable die 
ebene Curve ist, und hiernach sind die Stufen der dialektischen Entwickelung 
des Verhäitnisses : 
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tinuirlidien Grössenbestimmiheit oder näher in den Verlauf einer 
Funktion sich hineinversetzt. Wir haben bereits oben gesehen, 
dass wir, um dem Begriffe der Funktion zu genügen, die unab- 
hängig Veränderliche einer stetig fortschreitenden Veränderung zu 
unterwerfen haben und dadurch eine im Allgemeinen continuirJiche 
Aufeinanderfolge von Werthen der abhängig Variablen erlialten. 
Auf die ohnedem minder wesentlichen Ausnahmefälle, wo diese 
Continuität unterbrochen wird, wollen wir im Folgenden gar keine 
Rücksicht nehmen und setzen also, wenn wir von Funktionen 
reden, dieselben als innerhalb solcher Intervalle bestimmt voraus, 
in welchen sie einen ununterbrochen continuirlichen Verlauf haben. 
Damit gewinnen wir den doppelten Vorlheil, einmal dass der Um- 
fang und die Schwierigkeit der Untersuchung sich wesentlich ver- 



a) das starre (oder punklaelle) Verhältniss, 

b) das direkte (oder lineare) Verhältniss, 

c) das variable (oder Cnrven-) Verhällniss. 

Das direkte Verhällniss ist analytisch genommen eine Aufeinanderrolgc star- 
rer Verhältnisse mit identischer Verhällnissbeslimralheil und das variable Ver- 
hältniss eine Aufeinanderfolge starrer Verhältnisse mit variabler Verhältnissbe- 
slimmtheit. 

Um den Vorzug dieser Dialektik des Vorbältnisses vor der Megefschen zu 
zeigen, hat man nur die oben angegebene geometrische Hedeutniig unserer drei 
Verhältnissstufen mit der genmelrischen Bedeutung der Hegerschcn Verhältniss- 
stufen zu vergleichen. Die letzteren ergeben nämlich die gerade Linie ^ die 
Hyperbel, die Ciirve als die ihnen entsprechenden geometrischen Bilder, und 
man kann hier offenbar nicht begreifen, wie einmal die Hyperbel unter allen 
Carven zweiten Grades allein und dann überhaupt eine Curve zweiten Grades zu 
einer so ausgezeichneten Stellung kommen kann. 

Die weitere Entwickelung würde von dem variablen Verhältniss in seiner 
Unmittelbarkeil ausgehen, insofern es zunächst noch den Charakter des starren 
Verhältnisses als vorwiegenden Momentes aufzeigt, alsdann das lineare Verhält- 
niss als ihm begrifflich inwohnend darstellen (Differentialrechnung) und endlich 
damit schliessen, das variable Verhältniss als die gesetzte Einheit von dem stai« 
reo und linearen Verhältnisse zu begreifen. Wir wollen es aber bei diesen 
Andeutungen bewenden lassen und eine Enlwickelung, die uns eigentlich nichts 
Neues giebt, auch nicht weiter verfolgen. Denn es ist gewiss £ar nicht zu ver- 
kennen, dass unsere Enlwickelung der Zahtformen und des Begriffes der Funk- 
tion uns vollkommen dasselbe giebt, was uns die Oialekiik des Verhältnisses 
irgend nur liefern kann. Die nachfolgenden Enlwickelungen werden daher von 
jedem, der dazu Neigung verspüren sollte^ ohne Mühe auf den ßegriff des va- 
riablen Verhältnisses übertragen werden können. 
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ringert, und dann dass das Princip der höheren Rechnung |in 
grösserer Einfachheit und Bestimmtheil; hervortritt. 

Fassen wir nochmals zusammen, was in dem Begriffe einer 
Funktion und der durch sie cliarakterisirten Curve lag, so ist ktie 
Funktion eine Aufeinanderfolge von gegen einander hezogen^en 
Zahlwerthen der beiden Veränderlichen, welche indessen noch 
nicht als flüssige Einheit in vermittelter Weise gesetzt ist. Aus 
der Formel ihrer Zusammensetzung können wir wohl jede belie- 
higen zwei zusammengehörige Zahienwerthe der Veränderlichen be- 
rechnen, aber immer nur als für sich bestimmte, ohne dass darum 
ihre Verbindung mit den unmittelbar vorhergehenden und nach- 
folgenden Zahlenwerthen, welche doch in gleicher Weise durch 
den Begriff der Funktion gesetzt sind, sich uns erschlösse: in 
dieser discreten Besonderung ist der Trieb sich durch sich selber 
in die letzteren hineinzubewegen, noch nicht zum vollkommenen 
Durchbruche gekommen. Verzeichnen wir uns nun die Funktion 
als ebene Curve, so wird die discrete Besonderung ganz und gar 
aufgehoben; die Punkte der Curve bilden einen continuirlichen 
Fluss und sind somit an ihnen selber als in einander übergehende 
gesetzt. Die Unmittelbarkeit aber dieses Ueberganges ist der Man- 
gel, welcher uns nicht dahin kommen lässt ihn zu begreifen; wir 
können die in einander überfliesseuden Punkte nicht von einander 
trennen und müssen also nach Mitteln suchen, durch welche wir 
sie in ihrer Besonderung und Discretion als unterschiedene er- 
fassen. Diesem Bedurfnisse wird nicht durch den einfachen Rück- 
gang auf die analytische Form der Funktion genügt. Denn wenn 
wir auch vermittelst derselb^m im Stande sind jeden Punkt durch 
die Berechnung seiner Coordinatenwertbe für sich zu bestimmen, 
fo kommen wir doch hiermit in die gleiche, nur entgegengesetzte 
Einseitigkeit hinein , da durch solche Bestimmung jede Spur des 
Zusammenhanges mit den sich anschliessenden Punkten der Curve 
• verloren geht. Vielmehr ist die Aufgabe, aus dem Begriffe der 
Funktion oder Curve heraus eine solche Beziehung zu entwickeln, 
welche jeden Verflussakt eben so sehr für sich, wie auch als über- 
gehend in die benachbarten charakterisirt. Ich sage Beziehung, 
weil etwas, was in anderes übergeht, nur als Beziehung auf das- 
selbe zu denken ist, und dann weil sich überhaupt die Beziehung 
der Zahiformen als die eigentliche Wahrheit der vorhergehenden 
Entwickelungen ergeben bat, welche nun nicht wieder verloren 
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gehen kann. Dass eine derartige Beziehung wirklich vorhanden 
sein müsse, darüber kann logisch kein Zweifel obwalten, weil die 
Begriffe von Funktion und Curve, wie wir gesehen haben, an sich 
identisch sein müssen, und die in Rede stehende Beziehung die 
Ausgleichung ihres Unterschiedes und mithin die Vollziehung ihrer 
Identität enthält. Es handelt sich nur darum, den analvtischen 
Charakter derselben festzulegen. 

Wir haben die vielen speciellen Beziehungen zwischen den 
beiden Veränderlichen, welche, indem sie alle gleichmässig den 
Begriff der Funktion voll machen , gleichwohl als spröde und ab- 
geschlossene gegen {einander bestehen, als totale Beziehungen 
herauszusetzen, 'so dass sie nicht bloss innerhalb ihrer seihst, 
sondern auch nach aussen hin, d. h. gegen die Uebrigen hin be- 
zogen sind; wir haben sie somit zu der Bedeutung von wirklichen 
Yerflussmomenten oder von Punktualitäten zu erheben. An sich 
ist dieses schon geschehen; denn wir haben nachgewiesen, wie 
die Natur der Funktion es mit sich führt, dass der unabhängig 
Veränderlichen alle möglichen Werthe in conlinuirlicher Aufeinan- 
derfolge erlheilt werden müssen, und in Fol^e davon die ab- 
hängig Veränderliche alle Stufen eines gewissen Intervalles allmählig 
durchläuft. Aber wenn wir diesen Vorgang in die analytische 
Formel zu bannen, d. h. vermöge der discreten Zahlbestimmtheit 
auszudrücken versuchen, so stellt sich sogleich heraus, wie der 
angedeutete Process fürs erste noch ein Sollen ist, eine Forderung, 
der zu genügen wegen der in ihr verhüllten Unendlichkeit hoff- 
nungslos erscheinen kann. Es liegt nämlich der Widerspruch 
in ihr, dass man einen Fluss vermOge der discreten Zahlbestimmt- 
hett begreifen soll. Die discrete Zahlbestimmtheit ist das ewige 
Auseinanderfallen dessen, worin sie ihre letzte Bestimmtheit hat; 
sie ist wohl in sich selbst vermittelt: aber diese Vermittlung hat 
ein Ende an der atomistischen Natur der vermittelnden Eins; sie 
reicht mir bis an diese heran, so dass dieselben in ihrer absoluten 
und beziehungslosen Aeasserlichkeit belassen werden. Wie kann 
min solche Bestimmtheit zur Darstellung eines in sich selber fort* 
^benden Flusses Hlhig sein, in welchem kein Ende, kein Ausfallen 
der inneren Vermittelung zu denken ist? Ja man möchte fast 
von vornherin behaupten, dass diese Darstellung überhaupt unmög- 
lich sei: denn sie setzt voraus, dass jeder Verflussakt sich als 
endiiehe Bestimmtheit durch das Eins der Arithmetik in adäquater 
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Weise angeben lasse, und doch können wir diese Voraussetzung 
so wenig machen, dass wir eher zu dein Gegentbeile hingetrie- 
ben werden. 

Gleichwohl, da der Widerspruch Jeglicher Zuthat entkleidet 
in seiner ganzen Härte hervorbricht, haben wir ihn nunniebr schon 
in unserer Gewall. Er hat sich zu dem Zweifel vereinfacht, ob 
und wie die Arithmetik sich in solche Bestimmtheit hineinversetzen 
könne, die letztlich die Zurückfuhrung auf ihr Eins nicht erlaube. 
Und diesen Zweifel berichtigt die Arithmetik dahin, dass sie selber 
durch ihre immanente Entvvickelung auf solche Zahlformen hin- 
fuhrt, deren Natur eben diese ist, durch das Eins nicht geradezu 
bestimmbar zu sein (irrationale und transscendeiite Zahlen) und 
weiter, dass sie uns in der unendlichen Reihe das Instrument an 
die Hand giebt diese Bestimmtheit gleichwohl auf ihr Element, 
das Eins, zurückzuführen oder dieselbe auf ihrem eigenen Gebiete 
zu begreifen. Leider verbot die Beschränkung, die wir uns noth- 
wendig auferlegen mussten, diese Entwickelung vollständig zu 
geben; indessen haben wir die Kritik von Hegels hierhergehörigen 
Lehren benutzt, wenigstens die wichtigsten Thatsachen anzudeuten. 

Nunmehr ist der Widerspruch hinweggeräumt, welcher zwi- 
schen die oben angedeutete Forderung und ihre Ausfuhrung zu 
treten schien, und die Sache stellt sich so, dass wir diese letztere 
näher zu bestimmen haben. 

Denken wir uns grösserer Anschaulichkeit halber die Funktion 
als Curvenzug abgebildet, so werden die beiden Verflussakte , die 
wir uns als allmählig in einander übergehend vorstellen sollen, 
sich als zwei auseinanderstehande Punkte desselben hinstellen, und 
wir haben unter der Annahme, dass der sie verbindende Zug aus- 
gelöscht sei, die Aufgabe ihre Verbindung wieder herzustellen. 
Die Lösung dieser Aufgabe darf uns um desswillen mit Recht zu- 
gemuthel werden, weil wir gemäss dem Vorhergehenden im Stande 
sind jeden beliebigen Punkt der gestörten Verbindung aus der 
arithmetischen Zusammensetzung der Curvenfunktion analytisch zu 
bestimmen und demnach auch geometrisch zu verzeichnen. Aber 
sobald wir wirklich daran gehen, so zeigt sich, dass wir auch 
nicht einmal den kleinsten Theil des Zuges auf diese Art genau 
verzeichnen : wir können wohl so viele Punkte, als wir immer wol- 
len, bestimmen und dadurch dem Umrisse des Zuges immer näher 
und näher kommen; aber zwischen jeden zwei solchen Punkten 
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werden doch eine unendliche Menge von anderen verzeichnet wer- 
den können, und wir gelangen niemals dahin, zn einem Punkte den 
nächst folgenden, in den er ubertliesst, feslzuiegen. Denn wie 
gering auch der Zuwachs sei, den wir der Ahscisse gehen: immer 
wird eine unendliche Menge von noch kleineren Zuwachsen über- 
sprungen, welche eben so vielen Punkten zwischen dem ursprüng- 
lichen und dem auf den bezeichneten Zuwachs sich heziehenden 
Punkte entsprechen. Wir scheitern also zwar nicht mehr an dem 
inneren Widerspruche, der vorhin in unserem Problem zu hitilircn 
schien, aber an der Unendlichkeit, die uns überall entgegentritt, 
sobald wir einen isontiuuirlichen Fluss in eine discrete Hestimmt- 
heit oder auch eine discrete Bestimmtheit in einen conlinuirlichen 
Fluss umzusetzen versuchen — dieselbe Unendlichkeit, welche auf 
einfache Weise in der unendlichen Theilbarkeit einer IJnie oder 
einer Zahl zu Grunde liegt. Wir können wohl , indem wir eine 
Anzahl von Punkten der Curve verzeichnen und durch einen Zug 
aus freier Hand terbinden, ein ungefähres Bild der Funktion ent- 
werfen: aber für die vollkommene Identität haben wir nicht die 
mindeste Burgschaft. Gleichwohl liegt wieder einige Hoffnung zur 
Herstellung der gänzlichen Identität am Ende doch noch zu ge- 
langen in dem Umstände, dass wir die Getiauigkeit so weit trei- 
ben können als wir wollen, und es scheint darum der Versuch 
wohl der Mühe werth, ob es nicht gelingen sollte das Zufällige 
unseres subjektiven Thuns, welches sich bei einem grösseren 
oder minderen Grade der Genauigkeit zufrieden gieht, zu entfer- 
nen oder gleichsam herauszueliminiren und dadurch den eigent- 
lichen Kern, nämlich die vollkommene Genauigkeit, welche als 
Zielpunkt in dem bezeichneten Handeln sich verhüllt , total her« 
auszukehren. 

Dieses leistet die Analysis in dem Begrifl'e der Grenze. 

Die wissenschaftliche Betrachtung kann sich nicht ohne Wei- 
teres in das Wesen der Dinge hineinversetzen, welches vielmeln* 
in unserer subjektiveu Anschauung und Auffassung noch mit 
allerlei fremdartigen Begriffen verwickelt erscheint. Gleichwohl 
würde die absolute Verwerfung dieser Anschauung jede Erkennt- 
niss überhaupt unmöglich machen. Denn wir können keine an- 
dere in uns aufnehmen, als solche, die durch unser eigenthüm- 
liches Denken hindurchgeht. Die Wissenschaft wird vielmehr 
diesem Hindurchgehen zugleich die Bedeutung eines Reinigungs- 
Scliwarz*8 Philosophie der Mathematik. 5 
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oder LäuteruDgsprozesses zu geben suchen, in weichem alles, was 
der speciellen Natur des menschlichen Denkens angehört, aus- 
gestossen wird, und was übrig bleibt, das Wesen des betrachteten 
Gegenstandes ist. Nicht anders haben wir auch in dem vorlie- 
genden Falle zu verfahren. 

Wir sollen diejenige Beziehung auffinden, welche dem Ueber- 
gange von dem einen Verflussakte zu dem nächstfolgenden ent- 
spricht, und sind mit den Mitteln, welche die Wissenschaft uns 
bis jetzt bietet, nur im Stande zwei sprungweis auseinander ste- 
hende Verflussakte zu bekommen« Indem aber diese Sprünge 
schliesslich immer auf einem stetigen, zwischejpiliegenden Verlaufe 
vor sich gehen, so ist dieser Verlauf insoweit verengert zu den- 
ken, dass er nicht mehr zwei auseinander stehende, sondern zwei 
ineinander überfliessende Punkte verbindet. Fixiren wir uns ir- 
gend einen speciellen, aber sonst willkürlichen Verflussakt (^, x) 
der Funktion, für welchen mithin 

ist, und gehen über ihn zu einem anderen hinaus, indem wir der 
unabhängig Veränderlichen einen gewissen endlichen, aber sonst 
willkürlichen Zuwachs ertbeilen, den wir mit A^ bezeichnen: so 
wird, da der Werth y einer Funktion sich mit ihrem Elemente o? 
ändert, wenn wir den Betrag der Aenderung durch Ay andeu- 
ten, die Gleichung 

y + Ay — f(s) + As 
gesetzt, und es wird A^ im Allgemeinen ebenfalls ein endlicher 
Zuwachs sein , weon wir die Funktion f is) nur innerhalb eines 
solchen Intervalles von ;t = a bis zu xs^h betrachten, in welchem 
ihre Continuität keine Unterbrechung erleidet. Wir wollen nun 
untersuchen, wie der letzte Zustand (y + Ay, X'\-Ax) der Funk- 
tion aus dem ersten (y, x) hervorgegangen ist. Dieses geschieht 
am einfachsten dadurch, dass wir das Verhältniss der Aenderungen 
beider Variabein bestimmen. Denn sobald dieses bekannt ist, so 
lassen sich sogleich alle nachfolgenden. Zustände aus dem ersten, 
welchen wir als Ausgangspunkt festhalten, mit Leichtigkeit herlei- 
ten. Demgemäss bilden wir uns aus den vorhergehenden beiden 
Gleichungen durch ein Paar rein algebraischer Operationen die 
Gleichung 

Ay ^ fOo+ As)'^f{s) 

Aw As 
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Die Böziehnng, welche io dieser Gleichung zum Ausdrucke 
kommt, charnkterisirt den Sprung, welcher iu dem zweiten Ver- 
flussakte sein Ende findet und dessen Weite durch den Abstand 
Ax gemessen wird.*) Lassen wir nun, wie es bei der Unbe- 
stimmtheit dieses Abstandes zulässig ist, ihn sich immer mehr 
verengern, so wird der Uehergang der beiden Verflussakte in ein- 
ander mehr und mehr den Charakter sprungweiser Bestimmtheit 
verlieren, und indem sie immer näher au einander rucken, wer- 
den sie ihrem ginzlicheo Zusammenfallen, welches gleichzeitig 
mit dem Verschwinden des Abstandes A J^ eintritt, als dem Grenz- 
punkte dieses Prozesses entgegeneilen. Damit kommen wir zu- 
nächst auf ein Result^, mit welchem sidi wenig anfangen zu 
lassen scheinen könnte. Indem nämlich beide Seiten, A^ und 

A V 
A«^» des Verhältnisses r~ verschwinden, stellt sich dasselbe un- 

Aj: 

ter die nichts sagende Form -^ (nämlich wenn x keinen Zuwachs 

erhält, oder sein Zuwachs verschwindend, also A<^=0 wird, so kann 
auch y keinen Zuwachs erhalten, und es muss also auch A^ = 
sein). Diese Unbe^timmtl^eit der Form ist indessen nur schein- 
bar. Vielmehr lässt sich aus der Zusammensetzung der arithme- 
tischen Operationen, in welclie Ax auf der rechten Seite ein- 
tritt, eine analytische Regel erkennen, als das in diesem unbe- 
grenzten Abnehmen herrschende Gesetz, als die eigentliche Wahr- 
heit des Prozesses und der Zielpunkt, auf welchen er hinausläuft**). 



*) Will man sich das Yerständnlss der obigen rein analytischen Belrach- 
tiiiig durch geometrische Anschauungen erleichtern, so kann man sich der Fi* 
gur des folgenden Abschniües bedienen. Die dort verzeichnete Curve entspricht 
der Fonklion f(x)] der den speciellen Annahmen Tür y und x entsprechende 
Punkt ist C, der Punkt, welcher sich auf die zusammengehörigen Aenderungen 
der Variabein um /4x und Jy bezieht, ist daselbst D, und der eben erwähnte 
Sprang von dem einen Punkte zu dem anderen entspricht der krummlinigen Ver- 
bindung zwischen C und D, 

-) Sei z.B. fix)^^^, so wird -^ ^^-^^ ^^f— 

oder, wenn wir die Difision ausführen 

Ay. :=:2x + Jx, 

Jx 

Wenn wir nun /ix unbegrenzt abnehmen lassen, so wird in Folge der Giei- 

5« 



f. 
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Der Ausdruck, welcher auf diese Art durch die Annahme der un- 
begrenzt abnehmenden A^^ gesetzt ist, heisst die Grenze des 

Verhältnisses -^ r ' und wird, insofern er als eine 

Ax 

dem Yerflussakte (y, x) zukommende wesentliche Bestimmtheit 

betrachtet werden muss, der Differentialquotient der Funktion 

/ (x) in Beziehung auf die unabhängig Veränderliche x genannt. 

Die Bezeichnung ist 

df(x) ^ j.^ f{x+Ax)-f(x) 

dx Ax 

oder auch 

Wir haben noch nachzuweisen, dass dem -—- wirklich die Be- 

dx 

^^eutung einer dem Verflussmomente (if, x) inwohnenden Bestimmt- 
heit zukomme. Dies hält nun auch nicht schwer, wenn wir nur 
berücksichtigen, dass für jeden speciellen Werth des Ax das 
Verhältniss 

Ay ^ f{x + Ax)—f(s) 

Ax As 

die Bestimmtheit eines zweiten speciellen VerOussmomentes (y + Ay, 
jr-|-Aa?) ausdrückt, und dass durch die unbegrenzte Abnahme des 
As dasselbe sich mehr und mehr mit dem ersten zusammen- 
schliesst. Lassen wir nun das Ax alle Zwischenstufen von sei- 



chungen y=:a?* und y -\- J y z=: (x -{- ^ x*) natürlich auch /4y unbegrenzt ab- 
nehmen , so dass wir links allerdings die Form !L;=:_. erhalten. Dagegen 

ist ersichtlich, dass der Ausdruck auf der rechten Seite, nämlich 2x-{'zfx, bei 
dieser unbegrenzten Abnahme des z/x sich dergestalt ändert, dass der Ausdruck 
2x als die analytische Regel sich darstellt, welche die Abnahme des Ausdrucks 
2x-^^x gleichsam beherrscht, über welche hinaus dieser Prozess nicht zu 
kommen vermag, als der Grenzpunkt, in welchem die Abnahme sich total vollzogen 
hat und daher nicht mehr weiter zu treiben ist. Zufolge der weiter unten ein- 
geführten Bezeichnung drückt man, unter der Voraussetzung, dass der Zusam- 
menhang zwischen y und x durch die Gleichung y=^x* gegeben sei, dies Ver- 
hältniss durch die analytische Gleichung: 

=/tw — -z — 7=^2 X 



dx ^x 

aus. 
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nem ersten willkührlich angenommenen Werthe an bis zum gänz- 
lichen Verschwinden durchlauren, so erbalten wir eine Aufeinander- 
folge von Werthen des Verhältnisses - — ^; — /W ^y^^^ 

As 

deren Natur weiter nichts festgesetzt werden kann, als dass sie 
unbegrenzt und allmählig, d. h. in conlinuirlicher Weise, dem der 
Annahme Ajr=0 entsprechenden Werthe des Verhältnisses ent- 
gegen con?ergiren, und in dieser Beziehung wird dieser Werth 
der Grenzwerth des allgemeinen Verhältnisses genannt. Diese Auf- 
einanderfolge giebt nun die Bestimmtheit der Verflussniomente der 
Funktion / (s) in absteigender Folge von dem Verflussmomente 
(y+Ay, x+Äx) ab bis zu dem Verflussmomente (y, x) hin, 
und diese Verflussmomente bilden selber wieder eine continuirlich 
fortlaufende Reihe von Bestimmtheiten. Die letzte dieser Be- 
stimmtheiten, welche sich auf das Moment (^, x) der Funktion 
bezieht, muss sich mit der in dem Grenzausdrucke involvirenden 
Beziehung decken, da die letztere als auf Ajr=0 bezüglich gleich- 
falls dem momentanen Verhältniss (y, jr) der Funktion / (x) ent- 
spricht. Ein Zweifel an diesem Raisonnement wäre nur insofern 
statthaft, als man das Zusammenfallen der Grenzbeziehung mit 
der A^=:0 entsprechenden Beziehung nicht einräumen wollte. 
Es ist aber klar, dass die Beziehung, welche der Annahme Ajr=0 
entspricht, durch welche sich die Gleichung y+Ay=^f(x + Ax) 
auf die Gleichung y=-f(s) reducirt, nur dem Verflussmomente 
(y, x) angehören kann, und wir wissen noch aus den oben be- 
merkten logischen Gründen, dass demselben eine reale Bestimmt- 
heit inwohnen müsse, in welcher die Beziehung auf die übrigen 
Verflussmomente mit gesetzt ist. Andererseits erhalten wir aus dem 

Grenzprozesse, in welchen der Verhältnissbegriff' -r — 

bineinverwickelt ist, eine ebenfalls reale und analytisch nachweis- 
bare Beziehung, die zu der Bestimmtheit des Verflussmomentes 
(jf, a;), über deren nähere Natur ausser ihrer Realität wir noch 
gar nichts wissen, das Verhältniss hat, immer mehr und mehr 
mit derselben zusammenzugehen, je weiter die Verkleinerung des 
Ax getrieben wird. Indem wir uns mithin dieser real vorhan- 
denen, wenn auch sonst unbekannten Bestimmtheit immer mehr 
annähern, so kann das Endergebniss der Annäherung, die Grenz- 
beziehung, nur mit jenem, gegen welches die Annäherung ge- 



scM^lit« Mentisch tiAd äi<d B«eiitnmtb«it dM VerfltMstisofnMi^ 
tel (y, JT) deiflgenfiä^ keine afidei^ ft<8m, ^ln ^le, welche in der 
Grenzbezi^ung ^ibaiteti and so eben analytisch festgelegt ist. 

Die strengste und am meisten wissenschaftliche Begründung 
ütid Formulirung der eben entwiijkeltem SegtiCTe enthält d^ Am^ 
})((fr^'sdie Theorem, welches daher passend an die Spitze d^r ge- 
sa'i^mten i)ifte<*entia]reehnung gestellt werden kattn. Wir theilen 
daidselbe mit, jedoch ohne uns auf seinen Beweis weiter einzu- 
lassen, basselbs lautet: 

„Wenn eine Funktion f{a:), welche von der linearen Funktion 
ijr-f A Ter^bieden ist, «wischen den Grenzen Jf=ü<i und x^^b 
odntiriffirlM bleibt, so ist der GreHKausdrnek '' 

lim /<'^+^^)""A^) 

anter ddr Annahme unbegrenzt abnehmender Ajt ebenfalls eine 
innerhalb desselben Intervalles continuirliche Funktion ton jr und 
^^%tt daher 

gesetzt Werden." 

Die neue Funktion q> (jr) ist offenbar nichts anderes als das 

vorhergehende -~^ oder — y , d. h. der DiiBFerentialquotient. 

in dem Ausnahmefälle /(Jr)=ciir + £ redücirt sich die Funktion 
y>(x) auf eine Ck)nstante, nämlich Ä^ und hört mithin auf im 
strengißn Sinne des Wortes eine Funktion von s z« bleiben. 

Dieses ist die rein analytische Methode, verm^e deren der 
Segriff des Differentialquotienten einhalten wird. Sehen wir nun 
-^, was wir in ihr logisch genommen haben. Wir gingen von 
einem gewissen speciellen Zustande der Funktion als erstem aus 
und schritten von ihm uu einem anderen in endlichem Abstände 
Am fort. Indem aber dieser Zweite unbestimmt gelassen worde, 

so enthielt die analytische Formel l ^. =— ^—^ — ~ 

^ A» Ax 

eiiie Beseiehung, welche dem als ersten festg^altenen Zustande 
^akötoimt, aber gleichzeitig um deeswlilen, weil sie ^en so sehr 
dem zweiten unbestimmten und darum veränderlichen Zustande 
^räig^^brt, eine )zuf[(llige Bestimmtheit in sich aufgenommen bat. 
Wir iMssiSn daher dkise zufällige Bestimmtheit entAirnen und das 
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geiebiebt, iadem wir A^ unbegrenzt abnehmen und dadurcb den 
zweiten Zustand sich unbegrenzt dem ersten annähern lassen. 
Denken wir uns diesen Prozess vollständig zu Ende gebracht, wie 
es denn yermöge der Kategorie der Grenze in der That geleistet 
werden kann, so haben wir bloss noch das Fortschreiten Aber die 
Bestimmtheit des ersten Zustandes hinaus, bloss noch die Bewe- 
gung überhaupt, und die zufällige Bestimmtheit, in welche sie 
hinein geschieht, ist gänzlich eliminirt, oder Tielmehr diese Be* 
wegung ist als in dem speciellen Zustande der Funktion verschlos- 
sen bleibend gesetzt, als die Fähigkeit wohl über sich selber 
hinauszukommen, aber, sobald es sich um das Hinaus, das Än- 
dere bandelt, zugleich als das Unvermögen sich in dasselbe hinein 
zu bewegen, als der Stillstand bei sich selber. Der Differential- 
quotiont ist also in Wahrheit diejenige Beziehung, welche einen 
Yerflussakt einer Funktion eben so sehr für sich als nach seinem 
Uebergehen in die übrigen charakterisirt. Dieses Uebergehen ist 
aber so gesetzt, dass es fürs erste nur die Bedeutung einer Mos* 
sen Tendenz, eines Strebens hat, welches über die eigene Be- 
stimmtheit wohl hinaus will, aber trotz dieser negativen Bezie- 
hung zu ihr sie nicht zu durchbrechen vermag. Indem der Dif- 
ferentialquotient die Bestimmtheit emes Verflussaktes für sich ent- 
hält, ist er discrete Bestimmtheit; aber diese discrete Bestimmt^ 
beit ist nicht mehr starre Gleichheit mit sich selbst. Sie ist an 
ihr selber flüssig geworden und als das absolute Hinausweisen 
über sich von dem Moment^ der Continuität durchzogen uud be- 
herrscht. So ist sie in Wahrheit discret-continuirliche Bestimmt- 
heit und kann es uns nicht befremden, wenn sie in der Form 
einer Funktion auftritt. 

Näher haben wir in ihr diesdben Momente, welche in der 
Idee des Pupktes als des erzeugenden Raumelementes liegen, aber 
nicht so, wie er wirklich durch den Prozess seiner Bewegung 
die Figurationen des Raumes erzeugt, sondern wie er noch als 
für sich fixirt und nur im Princip die Bewegung über sieh hinaus 
voraussetzend (estgehalten wird. Dies ist in anschaulicher Klar- 
heit bei jeder Curve vorhanden. Denn jeder Punkt einer Curve 
ist ebenso sehr für sich bestimmt, als er an ihm selber Bezie- 
httqg gegen die übrigen ist. Diese seine Beziehung wird nun frei 
lieb von ihrem Objekte losgelöst und als über ihn selber nicht 
binausgehend gedacht. Aber indem die logische Cntwickeluog uns 
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hierzu nölhigt, «o entfernt sie sich gleichwohl nicht von der Na- 
tur des Curvenpunktes, der, trotz dem dass er die Beziehung 
auf die übrigen als ihm selber inwohnend hat, gleichwohl als dis- 
crete Bestimmtheit, d. h. als über sich selber nicht hinaus kom- 
mend, sowohl analytisch als geometrisch isolirt werden kann. 
Doch wollen wir immerhin zugeben, dass der Widerspruch, der 
in dem Begriffe des DifTerentialquotienten liegt, auf diese Weise 
wohl als thatsächlich sich in die Wirklichkeit übersetzend auf- 
gezeigt, aber durchaus nicht aufgehoben ist, und es wäre auch 
eine vergebliche Muhe dieses anzustreben, so lange wir nicht über 
seinen Begriff hinausgehen. Wir werden dies unserer späteren 
Entwickelung vorbehalten und für jetzt die Untersuchung von einem 
anderen Gesichtspunkte wieder aufnehmen. 

Wir haben so eben die logische Begriffsbestimmtheit des 
Differentialquotienten in ihrem Verhältnisse zu dem continuir- 
liehen Verlaufe einer Curve ins Auge gefasst, und sind wohl zu 
dem Schlüsse daraus berechtigt, dass der Differentialquotient aller- 
dings ein geeignetes Mittel abgeben dürfte, um die Natur derCurven- 
bestimmtheit darzustellen. Es kann dies eigentlich schon von 
vorn herein angenommen werden, da die Identität von Funktion 
und Curve /ruber dargethan worden ist, und mithin die logischen 
Bestimmungen, welche aus dem Begriffe der Funktion fliessen, 
unmittelbar die Uebertragung auf den Begriff der Curve gestatten 
müssen. Demungeachtet dürfte es in dem doppelten Interesse, 
die fundamentalen Bestimmungen des höheren Calcüls gegen jeden 
Zweifel sicher zu stellen und dann ihren eigentlichen Sinn soviel 
als möglich in ein helles Licht zu setzen, wohl gerechtfertigt sein, 
den Begriff des Differentialquolienten auch aus der Betrachtung 
der Curve zu deduciren — ganz abgesehen von der sehr wesent- 
lichen Bedeutung, welche diese Entwickelung für die analytische 
Geometrie hat. 

Denken wir uns also einen beliebigen ebenen Curvenzug, so 
ist dasjenige, was wir in ihm haben, eigentlich das Aussersich- 
kommen des Punktes, welches als diese speciclle ruhende Be- 
stimmtheit fixirt ist. Näher ist dieses Aussersichkommen in je- 
dem Augenblicke um desswillen ein bestimmtes, weil jeder Punkt 
der Curve als von den übrigen Punkten der Ebene unterschieden 
festgelegt werden kann. Aber seine Bestimmtheit liegt noch total 
▼erhüllt in dem continuirlichen Flusse der Curve, und die Aufgabe 
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ist daher, ihn als dieses specielle Aussersichkommen, oder als 
dieses specielle Ueberfliessen in die übrigen zu charakterisiren. 
Das wird nar höchst ungenügend in der Construktion des Punk- 
tes vermöge seiner Coordinatenwerthe oder auch als Durchschnitt 
zweier Linien überhaupt erreicht: denn so wird er lediglich als 
isolirter Raunipunkt bestimmt und ganz und gar von der beson- 
deren Beziehung abgesehen, welche ihm nis Moment der Curve 
zukommt. Vielmehr ist es das Wesentliclisle den Prozess der Be- 
wegung, die Natur des Flusses an diesem Orte nach seiner spe- 
ciellen Bestimmtheit herauszusetzen und zur Dnrstellung zu brin- 
gen. Indem wir also jeden Punkt als Vcrflussmoment für sich, 
d. h. nach seinem schlechthinigen Aussersichkommen foslhalten, 
so folgt sogleich, dass solche Beslimnilheil nur als gerade Linie 
ihren adäquaten Ausdruck finden kann. Denn die Gerade ist das 
schlecblhinige, unmittelbare Aussersichkommen des Punktes, wel- 
ches beständig in der Unveränderlichkeit seiner Riclilung die ein- 
lache Identität mit sich selber bevyahrt, und sie entspricht so- 
nach dem direkten Verhaltnisse, welches auch das Unveränderliche 
und mit sich selber identische in der Aenderung seiner Seiten 
bleibt. Wegen dieser Unveränderlichkeit der Bestimmtheit, die 
sie als continuirlichen Fluss zum Ausdrucke bringt, ist sie vor- 
züglich geeignet ein Maass für die fortwährend wechselnde und 
veränderliche Bestimmtheit abzugeben, welche in dem Aussersich- 
kommen des Punktes in der Curve vorhanden ist, und es kommt 
bloss darauf an, diejenige Gerade herauszutinden, welche die Na- 
tur des Aussersichkommens der Curve in diesem speciellen Punkte 
enthält: etwas, was ausserordentlich leicht ist in Folge der Be- 
merkung, dass sie zu keinem anderen benachbarten Punkte der 
Curve eine Beziehung enthalten darf. Denn dadurch werden alle 
diejenigen geraden Linien ausgeschlossen, welche noch durch einen 
zweiten Punkt des Zuges hindurchgehen, und es bleibt somit nur 
die eine übrig, welche allein den von uns festgehaltenen Punkt 
mit ihm gemeinschaftlich hat, d. h. die zugehörige Beruhrungs- 
linie oder Tangirende der Curve*). 

Es ßillt nicht schwer die Tangirende als einen Grenzbegrifl 



*) Der grösseren Einfaclijiüit halber liegl dem ohigeii Haisonnenirnl die 
Voransselziiog zu Grunde, dnss in dem betrachteten 'Curveninlervitlle kein soge- 
nannter amgezeicbncterrunkl enthalten sei. 
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z« erhalten. Zu de» Zwecke haben wir mir öb&r «den MMiigcn 
speciellen Punkt der Curve, auf welchen sich unsere Untersuchung 
bezieht, zu einem zweiten überzugehen, den wir jedoch unbe- 
stimmt lassen, und diese beiden Punkte durch eine Gerade zu 
verbinden. Diese Gerade drückt eine solche Beziehung aus , wel* 
clie allerdings dem ersten angehört, aber eine demselben fremde 
uud willkürliciie Bestimmtheit noch in sich hineingenommen hat» 
nämlich dadurch, dass sie durch den zweiten willkürlich angenom- 
menen Punkt hindurchgeht. Um nun diese Bestimmtheit zu eli- 
miniren, stellen wir uns vor, dass der zweite Punkt dem ersten 
unbegrenzt nälier rücke. Die verbindende Gerade wird darum 
nicht aulhören ein beiden Punkten gemeinsames Verbältniss aus- 
zudrücken: aber sie wird mehr und mehr mit einer gewissen 
Richtung znsammenfallen. Lassen wir den Prozess zu seinem 
wirklichen Abschlüsse kommen, so wird die Bestimmtheit des 
zweiten Punktes in jene des ersten zurückgehen, und die zugehö^ 
rige Gerade nun lediglich die identische Bestimmtheit beider iden- 
tisch gewordenen Punkte enthalten und offenbar die Greaze sein, 
welcher wir vorhin entgegeneilten und welche mit der beiuhren^ 
den Geraden an die Curve zusammenfällt. 

Wir bedürfen aber dieses Grenzprozesses nicht einmal, um 
den Nachweis zu führen, dass wir logisch in der Berfibrungsünie 
dieselben Bestimmungen haben, welche den Differentialquotientea 
einer Funktion charakterisiren. Denn die vorhergehende Entwicke* 
hing zeigt ja unmittelbar, wie jene eine solche Beziehung ent- 
halte, welche dem entsprechenden Punkte der Curve allein zu- 
kommt, ihn von den übrigen unterscheidet und somit an ihr sel- 
ber das Moment der Discretion bat. Indem weiter diese Bezie- 
hung wesentlich die Bedeutung hat, die Natur des Fhisses in dem 
entsprechenden Curvenpunkte zu bezeichnen und als für sich flxjrt 
festzuhalten, so ist es die Continuitfit der Curve in diesem Punkte, 
BS ist ihr Continuitätsmoment, welches nunmehr seinen Ausdruck 
gefunden hat. Freilich sind wir hiermit in einen schroffen Wi- 
derspruch getreten mit dem, was in der Curve unmittelbar vor- 
liegt. Nämlich es ist die continuirliche Aenderung ihrer Richtung, 
durch welche sie sich vermittelt, und folgeweise kann keine der 
unendlich vielen Richtungen, welche ihren unendlich vielen Punk- 
ten entsprechen, zur Ausführung komn^en, sondern muss an ihr 
selber sich sogleich in die folgende umsetzen; — wir haben das 
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6eg€idtheil imtemotnineii und in der BeröbrungsHnie einet Punk- 
tes die 8p€M)jell ihm inwohnende Richtung seines Ueberlliessens 
in die anderen als zur AusfQhning getiommen aufgezeigt, ohne zu 
bedenken, daM die Ausführung dieser Richtung durch das Um- 
schlagen ihrer selbst in eine andere Richtung innerhalb des Curven- 
zuges illusorisch wird. Aber imnierbin ist diese Richtung, wenn 
aüdi nur als ein Soll, als eine Tendenz, die nicht zum Durch- 
bräche kommt, in der Curve gesetzt und He muss darum gesetzt 
dein, weil eine contmuirliche Yerändernng nur so denkbar ist, 
dasa die auf einander folgenden Phasen der Veränderung wirklich 
darcblaufen werden, sei dieses Durchlaufen auch nur momen- 
tan und in den einzelnen Durchgangspunkten nicht als ein für 
sich seiendes zur Darstellung gekommen. Die ßcruhrungslinie hat 
nun aber die Bedeutung die Richtung eines Curvenzuges in dem 
zugehörigen specieilcn Punkte aus dem flüssigen Verlaufe heraus- 
lureissen» in welchem sie als aufgehobenes Moment existirt und 
sie ab eine wirklich zur Ausführung gebrachte uns vor Augen zu 
stellen. Wenn wir uns damit von dem realen Sein der Curve 
entfernen, wie denn auch die Tangirende ausserhalb des Curven- 
jcages fallt, so ist die Analysis sich dessen wohl bewusst und 
wird in dem bestimmten Integrale auch späterhin diesen Mangel 
aoagleicben. Dagegen aber ist für ihre Auffassung geltend zu ma- 
ohen« dasSj insofern es sich um die Natur der Curve in diesem 
speciellen Punkte handelt, die Berührende und die Curve als ver* 
sdaiedenartige Erzeugnisse einer und derselhigen ßegriffsbestimmt- 
heit demioch als einander identisch gefasst werden dürfen, und 
daas wir also trotz des zum Vorschein gekommenen Wider- 
spruchs gleichwohl Grund finden seine Auflösung für möglich zu 
halten und die Untersuchung mit Aussicht auf Erfolg weiterzu- 
führen. 

Ganz dieselben Begriifsmomeute, welche in der Berührungs- 
linie einer Curve angeschaut werden, sind auch in dem Dififerential- 
^aotienten der Curvenfunktion ^ = f(s) enthalten, mit dem ein- 
zigen Unterschiede, dass, was hier aus dem Grenzprozesse als 
reale, dem VerfSussmomente (y, x inwohnende Beziehung sich ana- 
lytisch engtebt, dort als vollendete Thatsache für unsere Ansobaiiung 
hervortritt. Die Berührungslinie muss also, wenigstens insoweit 
sie clen Fluss oder die Richtung, die Tendenz der Bewegung 
einea Curvenpunktes entkAlt, durch den DiffemntialcfiiieüeRten 
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lytisch bestimmt werden können. In der Thal ist dieses d^rFall; 
denn bezeichnen wir die laufenden Coordinaten derselben mit 
t], ^ und sehen sie als den Zielpunkt des oben angedeuteten 
Grenzprozesses an, so ergiebt sich als ihre Gleichung 

und, da ihre Richtung durch den Coefficienten yon ^ — s fest- 
gelegt wird und zwar dergestalt, dass der letztere die trigono* 
metrische Tangente des Winkels bezeichnet > welchen sie mit der 
Axe der s einschliesst; so folgt ohne Weiteres das fundamentale 
Theorem der analytischen Geometrie: „Sei eine Funktion y=/(jr) 

dv 
gegeben, so ist der DifTerentialquotient -^^ dieser Funktion nach 

s* genommen der trigonometrischen Tangente des Winkels gleich, 
welchen die Berührungslinie der durch die genannte Funktion 
charakterisirten Curve in dem Punkte (y, s) mit der Axe der s 
einschliesst/* Die Richtung dieser Berührenden wird mithin le- 

diglich durch den Differentialquotienten -r^ festgelegt, und diese 

ds 

ist es auch, die wesentlich die Bestimmtheit des Fliessens in dem 
Curvenpunkte (y, x) angiebt. Dass es sich hierbei nur um 
die Natur des Fliessens in dem Punkte handelt, und seine zufäl- 
lige Bestimmtheit gar nicht in Frage kommt, spricht sich am 
deutlichsten darin aus, dass alle Constanten, welche rein äusser- 
lich, d.h. als blosse Zusätze durch Addition oder Subtraktion, 
in eine Funktion hineingehen, durch die Differentiation verschwin- 
den. Solche Zusätze nämlich bestimmen nur zufällige Verhält- 
nisse in der Lage der Punkte der entsprechenden Curye, wie z, B. 
ob sie an diesem oder jenem Orte ihren Anfang nehmen und 
dergleichen mehr. 

Wir wollen noch hinzufugen , dass aus dem Vorhergehenden 
sich direkt eine andere Bestimmung ergiebt, welche man wohl 
geradezu als die Definition der Beröhrungslinie angegeben findet, 
nämlich dass sie diejenige gerade Linie sei, welche der Curve 
näher komme, als jede andere durch den Berührungspunkt ge- 
zogene Gerade. Denn indem sie die diesem speciellen Curven- 
punkte inwohnende Tendenz nach den übrigen hin ausdrückt, und 
die benachbarten Punkte wegen der Continuität des Zuges nur 
allmählig und in unmessbar kleinen Abstufungen die Aenderung 
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dieser Tendenz enthalten, so wird die Richtung der Beröhrcnden 
unmittelbar an diese Aenderungen sich anschliessen, und kann als 
der Zielpunkt eines Grenzprozesses betrachtet werden, in welclien 
die letzteren als Momente hineingehen. Das heisst aber nichts 
anderes, als dass, je näher wir dem Benljirungspunkte auf der 
Gurve kommen, um so mehr das Bestreben des Curvenzuges her- 
vorbricht in die Tangirende hincinzufallej). Jede andere Gerade 
hingegen ist sogleich an ihr selber das Abweichen ihrer Richtung 
von dem Curvenzuge, das Herausgehen aus diesem FJusse, und 
wenn sie auch später noch einmal mit ihm zusammengehen sollte, 
so ist dieses doch nur vermittelst eines Sprunges möglich, dessen 
Vermittelung total ausserhalb der Curve liegt*). Je näher man 
daher auf der Curve dem Berührungspunkte rückt, desto entschie- 
dener muss die in ihr verhüllte Entfernung von der Natur der 
letzteren hervortreten, und diese kann sich auf diesem Gebiete 
nicht anders denn als eine räumliche setzen, natürlich nur als 
eine relative, nämlich im Vergleiche zur BerührungsUiiie. 

6. 
Der Begriff des unendlich Kleinen. 

Was wir im Vorhergehenden deducirt haben, ist wesentlich 
der Differentialquotient als analytischer Ausdruck des Gesetzes der 
Continuilät. Fassen wir nun nochmals die analytische Methode 
näher ins Auge, vermöge deren wir ihn erhalten, so ist dieselbe 
unter dem Namen der Grenzmethode bekannt, und ibr Wesen be- 
steht darin, dass sie die nächstliegende mathemalischc Vorstel- 
lung aufnimmt und durch die Reinigung derselben von allem, was 
den Charakter der Zufälligkeit hat, uns zur Höhe wissenschaftlicher 
Erkenntniss emporzuheben versucht. Wir vergleichen einen spe- 
ciellen Zustand der Funktion mit einem nachfolgenden , der in 



*) Die Sehne einer Curve cnlbält allerdings zwei Ciirvenpunkle, aber ihre 
Richtuog ist tolai Yon der Richliing dieser Punitte, sie als der Curve angehürig 
betrachtet, verschieden, und der Zusammenhang, welcher durch sie, als durch 
die verbindende Gerade, hergeslclll wird, ist ein rein äusserlicher, der mit der 
Natnr ihres Fliessens als Curvenpunkle gar nichts zu thun hat, Ibr Zusammen- 
hang aU von Curvenpunklen wird durch den zwischenliegenden Bogen der Curve 
vermiUeU/ und fällt ansserhalb der Sehne. 
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endlichem Abstände ron dem ersten liegt: indem wir sie nun 
beide an einander gerückt denken, so erhalten wir einen Grenz- 
prozess, aus dem heraus als die ihm zu Grunde hegende ob}ek- 
tife Wahrheit der Begriff des Differentialqiiotient^n resuUirt. Die- 
ser Begriff ist unabhängig von der Methode, durch welche er er- 
hallen wird , und wenn wir als Regel für seine Bestimmung die 
Gleichung 

ds ^x 

haben, so ist es fürs erste noch gar nicht einzusehen, weshalb 

man auf der rechten Seite die Form eines Quotienten als Bezeieb- 

iHing gewählt hat. Wir gehen allerdings yen einem Verhältniss 

f(x + Ax)--f{x) , . , . , n 

'- ^ — £ aus, aber indem wir dessen Grenze für un- 

ausgesetzt abnehmende Ao? bestimmen, so ist es noch durch 
nichts gerechtfertigt, dass mffn diese Grenzbestimmung selbst 
als ein ähnliches VerhSItniss betrachtet, ja der Umstand, dass, 
sobald t^x verschwindet, beide Seiten des Verhältnisses sich annul- 
liren, könnte anzudeuten scheinen, dass die Form des Verhält- 
nisses für die Grenzbestimmung auf einen Widerspruch führe. 

if{x) 
Demgemäss muss l. — als eine reine Marke genommen wer- 
den, wo der Bruchstrich noch keine Kechnungsoperationen be- 
zeichnen soll. In diesem Sinne hat man passender die Bezeichnung 

da? fix) 
eingeführt und die Grenzbestimmung durch die Betrachtung der 
Fundamentalfalle in die Form eines Calcüls gebracht, welcher sie 
in jedem speciellen Falle durch eine leichte Rechnung liefert. 
Der auf diese Weise erhaltene Differenlialquotient einer Funktion 
wird nunmehr gebraucht, ohne dass man von den seiner Ge- 
winnung zu Grunde liegenden Reflexionen weiter Notiz nimmt. 
(Dies ist z. B. bei dem Problem der Tangentenbestimmung an eine 
Curve der Fall.) 

Gleichwohl ist leicht einzusehen, wie man mit dem blossen 
Begriffe einer Sache in den meisten Fällen nicht viel anfangen kann. 

Der reine Begriff ist ein Objektives, das wir wegen der 
UnvoUkommenheit unserer Natur niemals vollständig in uns hinein- 
nehmen können. Das Höchste, was uns zu erreichten vergönnt 
ist, ist dieses, dass wir ihn inmitten der getrübten Vorstelhingen 
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unseres Denkens (welche Trübung indessen aocli aus der Mangel- 
haftigkeit der Entwickelungsstufc, auf welcher er uns entgegfo- 
IriU. herrühren kann) als die eigenllicli (reibende und boslini- 
mende Macht herauserkennen. Es ist ein Prozess der Abstrak- 
tion, in welchem wir aus den Vorstellungen des gewöhnliehan 
Bewusstseins heraus den Begrilf gewinnen , und der Philosophie 
liegt es ob diesen Prozess als ein System auszuprägen. So ist 
sie gleichsam die Nachbilderin der Principien der Dinge. lUesos 
ist ihre Hauptseilo, welche jedoch gleichzeitig ihre Beschränkung 
enthält. Indem sie die Principien aus sich heraus erzeugt und 
über das eine hinaus zu dem anderen forttreibt, so ist sie durch 
diese negative Natur ihres dialektischen Fortganges unfähig eine 
Entwickelung innerhalb des Principes seihst zu geben, welches 
rielmehr die Aufgabe der besonderen auf dies Princip sich bezie- 
henden Wissenschaft ist. Die Wissenschaft sucht sich des Prin- 
cipes 2U bemächtigen nicht um darüber hinauszugehen, sondern 
um es festzuhalten und in die Bewegung des subjektiven Gedan- 
kens hineinzuversetzen. Sie wird daher noth wendig die Abstrak- 
tion, vermöge deren die Philosophie den BegrilTaus der umschliifs- 
senden Hülle herauswickelle, wieder aufheben und ihn in eiji 
solches Gewand kleiden, vermöge dessen er in unsere Vorstellung 
leichter hineingeht. Indem sie diese seine subjektive Form sicli 
weiter entwickeln und nach Bedürfniss umgestalten lässt, haben 
wir uns während dieses Vorganges beständig dessen zu versichern, 
dass wir jene Form jeden Augenblick abstreifen können und 
den Rückgang zu dem abstrakten Princip olTen halten. Es ergiebt 
sich daher als die Bedingung der wissenschaftlichen Entwickelung, 
dass sie niemals die wahre Natur der Sache in sich zu scbliessen 
aufhöre und demgemäss durch das Princip beherrscht wird. 

Während also die Philosophie sich über die Beschränktheit 
sowohl des menschlichen Denkens, als auch die Objekte desselben 
zu dem letzten Grunde der Dinge erhebt, so geht die Wissen- 
schafl gewisscrmaassen wieder in diese Beschränkung zurück. Aber 
indem sie die allgemeinen, der ersten angehörigen Normen für 
unser individuelles Bewusstsein verarbeitet und unserem Denken 
aneignet, so ist sie es eigentlich, welche die mühsam gezeugte 
Frucht der ersten zur Reife bringt, und wenn diese noch eine 
Mitwirkung bei dem Reifen beanspruchen darf, so besteht sie 
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lediglich in einer Ueberwacimng, ob die Entwickelung in gedeih- 
licher Weise vor sich gehe. 

Indem wir von diesem Gesichtspunkte aus die unterbrochene 
Entwickelung wieder aufnehmen, so stellt sich uns die Aufgabe 
näher zu sehen, wie die Analysis den gewonnenen Hegriif des 
Differentialquotienten verarbeitet und respektive umbildet. Reflek- 
tiren wir zunächst auf dasjenige, was in der Wissenschaft fertig 
vorliegt, so ist es bekannt, dass sie nicht bei dem Begriffe des 
Differentialquotienten, wie er soeben gewonnen wurde, stehen 
bleibt, sondern geradezu von Differentialen redet, und demgemäss 

ein wirklicher Quotient von Differentialen oder ein Verhältniss, 
dessen Momenten an ihnen selber eine Bedeutung zukommen soll. 
In unmittelbarer Folge hiervon werden sie sogar aus dem Ver- 
hältniss herausgerissen und gleich selbstständigen Quantis den 
Operationen der Arithmetik unterworfen. Die Methode erhält auf 
diese Weise eine Flüssigkeit und Beweglichkeit, welche die Er- 
kenntniss mathematischer Wahrheiten ausserordentlich gefördert 
hat. Aber auf der anderen Seite tritt sie durch mehrere aus der 
Natur der Differentiale llicssende Bestimmungen in einen schein- 
baren Widerspruch zu den Lehren der Arithmetik, welcher einer- 
seits von dem Missverstandc zu Angriffen benutzt worden ist, und 
andererseits sogar ausgezeichneten Mathematikern Bedenken erregt 
hat — nur mit dem Unterschiede, dass die Angriffe des Missver- 
standes eigentlich niemals Beachtung gefunden oder auch nur ver- 
dient haben, weil sie das Innere der Wissenschaft beständig igno- 
riren, die Bedenken der Genies aber neue und fruchtbare Methoden 
geschaffen haben, durch welche das ganze bewunderungswürdige 
Gebäude des höheren Calcüls nicht bloss neu begründet, sondern 
auch wesentlich erweitert wurde. 

Die Angriffe und Bedenken sind gegen den Begriff der Diffe- 
rentiale als unendlich kleiner Grössen gerichtet, welche man sich 
kleiner als jede angebbare Grösse vorstellen soll, als Quantitäten, 
die im Zustande beständiger Abnahme begriffen sind, und die also 
die Forderung einen Progress ins Unendliche zu denken entlial- 
ten. Damit kann es überhaupt in Frage gestellt scheinen, ob sie, 
als in der ruhelosen Bewegung von dem einen Quantum zum an- 
dern bin begriffen, überhaupt noch als Quanta zu betrachten 
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sfden, uod, wenn man sie als solche nimmt, so scheinen sie nur 
als reine Nullen geilen zu können — in beiden Fällen aber ist 
eine . Rechnung mit ihnen undenkbar. Dieses ist ungefähr das 
RaisonneQuent , durch welches der ganze höhere Calcul beseitigt 
werden soll, ohne dass es gleichwohl in die Natur desselben auch 
niu' iai. Mmdesten eindringe. Wir wollen daher die genannten 
Bestimmungen einer Kritik unterwerfen, welclie vornehmlich auf 
die Feststellung des Zu;>ammenhanges geht, in welchem sie in der 
höheren Rephnung gebraucht werden. 

Wir gehen wieder von den Gleichungen 

y=/-(j:), y + Ay=^f{x + Ax), also 

aus, wo Ay und Ax noch endliche, aber sonst unbestimmte 
Zusätze sind, welche zu den beiden Variablen y und x hinzutre- 
ten. Die Grenzmelhode nun lässt diese Zusätze sich allmählig 
verkleinern und weist eine feste Grenze nach, der ihr Verhältniss 
entgegeneilt ohne sie zu überschreiten, wie klein auch Ay und 
Ax angenommen werden mögen. Diese Grenze druckt also eine 
solche Beziehung aus, welche immer mehr und mehr hervorbricht, 
je näher man dem speciellen Zustande oder momentanen Verhält- 
nisse (jfjX) der Funktion rückt; sie muss also selber diesem Zu- 
stande angehören, weil die Annahme des Gegentbells eine Unter- 
brechung der Continuität an dieser Stelle voraussetzte, und heisst 
nun der Differentialquotient der Funktion. 

Die Methode des unendlich Kleinen ändert nichts Wesentliches 
in dieser Auffassung des Differentialquotienten; nur werden die 
Reflej^ionen, welche vorher lediglich zu seiner Herleituug dienten 
und, nachdem sie diesen Dienst geleistet hatten, wieder wegge- 
worien wurden, nunmehr im Bewusstsein festgehalten. Demgemäss 
wird der Grenzprozess jetzt mit in den Begriff des Differentialquo- 
tienten hineingenommen, und der letztere dadurch unserer Vor- 
stellung näher gebracht. 

Das Ax wird im Bewusstsein dergestalt fixirt, wie es im 
Grenzprozesse gesetzt ist, als unendlich kleine Grösse, d. h. als eine 
solche Grösse, welche im Verschwinden begriffen ist oder an ihr 
selber eine solche Aenderung fordert, dass sie einen Progress un- 
begrenzter Abnahme darstellt.^) Das As in diesem Sinne gefasst 

, *) Wie. dies ^j; . näher zu nehmen sei, ist im vorigen ÄbscUriiUe bereits ^^ 
auseinander^seUt. Wenn w,ir es npch als eine Grosse hezeichuet haben , so 
Scliwarz's Philosophie der Mathematik. 6 
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nennt man das Differential von x und hat die Bezeichnung dx 
eingeführt. Indem man der unabhängig Veränderlichen x einer 
Punktion einen sehr kleinen Zuwachs ertheilt, so wird im AUge* 
meinen auch der Werth der Funktion um eine sehr kleine Quan* 
tität geändert werden, und in dem Gesetze der Stetigkeit liegt, 
dass diese Quantität gleichzeitig mit dem sich auf x beziehenden 
Zusätze ix unausgesetzt sich in die Null, als ihre Grenze, hinein- 
bewegt. Sie wird nämlich, sobald man dx oder Aa? hinlänglich 
klein annimmt, unter jede gegebene bestimmte auch noch so ge- 
ringfügige Zahlbestimmtheit herabgebracfat werden können, und 
denken wir uns diese Verkleinerung als einen unausgesetzten 
Prozess, wie wir es wegen ihrer Abhängigkeit von dx Ihun müs- 
sen, so werden wir mit demselben Rechte, mit welchem wir von 
einem Differentiale dx des x reden, auch eine unendlich kleine 
Aenderung dy oder ein Differential des y annehmen dürfen und 
somit die Gleichung aufstellen 

d$f=^f(x + dx) — f(x) oder df{x)^f(X'\-dx)—f(x). 

Sowie nun aus der Gleichung Ay=/ijr+ Aa?) — f(x) durch 
eine Reihe analytischer Operationen die Gleichung 

dx Ajt 

erhalten wurde und als in ihr yermittelt die Bestimmung des 

dy 
Differentialquotienten -7^, so müssen wir offenbar eben dasselbe 

aus der Gleichung 

dy^fix + dx)—fix) 
zu gewinnen im Stande sein. Denn dieselbe enthält dy und dx 
als vollkommen in demselben Sinne bestimmt, in welchem Ajf 
und Aä; in den Grenzprozess hineingingen, und es kommt daher 
nur daraaf an sie derartig umzuformen , dass sie bloss ein ein- 
faches Verhältniss zwischen dy und dx ausdrücke, d. h. dass die 
Elemente dy und dx als homogene ihre Bildung bedingen. ^) 



jftt dies eigentlich nicht ganz richtig. Vielinebr es i&t ein solches aUgemeines 
Zahlelement, dessen Allgemeinbeit in einer solchen conlinairlichen Äufeinander- 
Tolge von 'Zablenwerihen sich verwirklicht , die unter der Bestimmung der fort- 
'währemlen Verkleinerung gegen hin gesetzt ist. 

*) Eine homogene Gleichung zwischen zwei Grössen ist identiscli mit der 
Bestimmtheit ihres direkten oder linearen Verhältnisses. Z. B. die 'Gleichung 



Onmit nua di^ Gleichung e?y=;/'(4P + dx)^f(a:) in hewg ^uf % 
uo4 407 (lornogeo werde, hat mao näb^r ßuf die ße^UipiplheU 
ßin^ugi^hetQ, u) welcher 9l|e v^q der eisten verschiedene PoteoT^eA 
des Uiffereofi^les i]{a; in den Ausdruck f{^ + da:) — f x) hinein- 
treten Mod wird dann die Frage zur Enlsc^ieidung bringen, qb 
iiad wie die gewünschte üom^vgenilat der Glejchnpg 7u bewerk« 
At^Uigan 6«i. Dieses selzt die Entwjckelung von f{0: + djc) — f(x) 
^«([(h d^Q Potenzen van d^ vQr9U9> mag die^e s.i(^h n^n ß)» end- 
lich g^$chl(9S&ene oder ^U unendliißl^e Reihe ausweis<^p. Die ^m^ 
Wickelung wird im Allgemeiaen foJgendß Form haben: 

Zj dJC+X^ dx^+Xj^d^^ + ...., 
wo X|, Zt« ^8**--* irg^od welche bestin)nite Funktionen von 9. 
bezeichnen. Da es nun aber fyr da$ \veitere llaisonnement ziem- 
licli gleicbgfiltig ij$t> ob ich es jn dieser Ailgemeipheil oder ni^r 
lur einen besonderen Fall durchführe, und die Elemente des 
DiCterentiaJcalcUiU nur die MnmittelbarQ Betrachtung von wianjg 
speciellen Fmien fordern, so wollen wir d^u wichtigsten unter 
denselben specieJl betniclitep uij^d die Annahme 

f^x)'^xt^ 9i$o dy^(po+dx)H'-^XM^ 
ti'offeip, wo ß e\^t gdx^% beliebige Zahl sein m,9g. Nach dem 
kiUfyJfmii}mi I4ehrsa4;9fi fojgt nua sQgleich 

(JT + dx)f*=zxf^ + ^Xf^—ldx +-7" ^T xi^—^dx^ + . . 

und ^s i^t diesQ Reihe für unsere Annahme verschwindender 4^ 
wlesr alieo Uosständ^n gültig, d. h- convergient, weil ßie erlaube, 
ix jedenfaUa unterhalb einer aolcb^ Grenze den Prozes^ der 
unj^p^nsten Abnahme beginnen zu ja^sen^ das^ es beatändig kUiv- 
ÄV ak <c Weiht, miß gro^s «der wie klpin der specielle WeritJ|i 
¥Qn X ^ch angeno^oieii werden möge. 

Die Gleichung dy^{ß + 4x)i*'-^xf^ geht nun über iiji 

dy=:^Xf^-l dx + ^ t::=lxf^^2dx^+!^ ^^a;iu-3da;« +.. 

y^=x^'{'2xy enlhält keine andere Bestimmtheit von y gegen x als die, welche 
in der Gleichung 

(V./ 2. -5^==! oder -5^=1 + Vr 

Iie|t, d. h. das direkte Verhältniss der Kiemente y und x. Daher kommt es 
auph, d^ss eine homogene Gjeichu^ig nlen Grades zwischen y und x ein System 
Yon n geraden Linien ausdrückt: sie ist nftmtich weiter nichts als das Produkt 
atift « üfitsreo OlaiehuBgea von Aer F^n iy-f-Ba^^xO. 

64e 
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Die weitere Entwickelnng wird nun so angelegt, dass das, 
was eigentlich schon zum Abschlüsse gekommen ist, zum Theil 
noch in der Verstellung iestgehallen wird. Man nimmt dy und 
dx nicht geradezu als Nullen oder doch wenigstens als solche Be- 
stimmtheiten an, die in die Null hinein convergiren, sondern pflegt 
jgrösserer Bequemlichkeit halber ein Differential, wie z. B. dx, 
geradezu sich als eine sehr kleine Grösse zu denken. Indem man 
dann weiter sagt, dass die höheren Potenzen einer sehr kleinen 
Grösse gegen ihre erste vernachlässigt werden können, so geht 
die letzte Gleichung sogleich in folgende über: 

dg = fixf*--l dx, 
welche die oben ausgesprochene Forderung, die Gleichung 

dy—f{x + dX) — f{x) 
homogen zu machen, als eine ausgeführte enthält. Eine homo- 
gene Gleichung nämlich zwischen dy und dx ist eine solche, 
deren sämmtliche Termen unter der Voraussetzung, dass jedes 
der beiden Elemente dy und dx als vom ersten Grade an- 
genommen wird, in Bezug auf dy und dx von demselben Grade 
sind — was bei unserer.letzten Gleichung offenbar eintrifft. 

So bequem dieses Verfahren ist und so rasch es zum Ziele 
fuhrt, so tritt doch mit ihm die ganze Härte des scheinbaren 
Widerspruches hervor, in welchen die Methoden der Analysis 
gegen die Forderung mathemalischer Strenge hineingeralhen sein 
sollen. Denn derselben kann nicht durch einen grösseren oder 
minderen Grad der Genauigkeit, sondern nur durch die vollkom- 
menste Identität mit dem, was auszudrucken ist, genügt werden. 
In VS^ahrheit ist aber das erwähnte Raisonnement ein sehr abge- 
kürzter, wenn auch nicht ganz adäquater Ausdruck für dasjenige, 
auf welches es ankommt, welcher die weitläufige Darstettung eines 
Grenzprozesses soviel als möglich zusammenzuziehen beabsichtigt. 
Ehe wir uns daher seiner bedienen, müssen wir uns über seine 
Bedeutung verständigen und uns dessen versichern , dass s^e sich 
nicht von der Natur der Sache entfernt. Behufs dieser Feststel- 
lung machen wir zunächst darauf aufmerksam, dass durchaus nichts 
über den Grad der Kleinheit oder Unbedeutendheit, unter welchem 
wir uns die Grösse dx vorzustellen haben, festgesetzt ist, und 
dass mitbin, wenn gesagt wird, etwas solle wegen seiner Unbe- 
deutendheit vernachlässigt werden, diese Unbedeutendheit bei der 
Veränderlichkeit dessen, an welchem sie gesetzt ist, nur so gedacht 
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werden darf, dass wir jede bestimmte Grenze der Unbedeutend- 
beit fiberschreiten oder die Grösse als im Prozesse des Verschwin^ 
dens begriffen annehmen. Denn wenn wir bei einem bestimmten 
Grade Ton Kleinheit stehen bleiben wollten, so sind wir immer 
in der Gefahr, dass das Differential, wie klein es auch an und 
für sich angenommen sei, doch noch sehr gross gegen eine an- 
dere Annahme des dx erscheine. Dieses vorausgesetzt wird es 
nnn gleich seinen vernundigen Sinn bekommen, wenn wir z. B. 
ein mit dx^ behaftetes Glied gegen ein in dx hinein multiplicirtes 

dx^ 
Glied vernachlässigen. Denn der Quotient -3— =:(ia; wird alsdann 

dx 

selber unendlich klein oder es ist dx^ gegen dx eine unendlich 
kleine Zahl : was in Worte gefasst nichts anderes heisst als, 
indem wir dx gegen die convergiren lassen, wird das dx^ mit 
einer graduell unendlich viel grösseren Geschwindigkeit als dx ge- 
gen die convergiren. Es wird so gleichsam eher verschwinden 
als dx und fällt daher von seihst aus der Gleichung heraus, in- 
soweit es sich lediglich um die Bestimmtheit handelt, mit welcher 
dx gegen dy verschwindet. Um dieses näher zu begründen und 
durch die Hervorhebung des darin verborgenen Grenzprozesses 
auf das Frühere zurfickzufuhren , schreiben wir uns unsere Glei- 
chung wie folgt um 

so erhellt allerdings 

als der vollständige Ausdruck der Bestimmtheit, mit welcher die 

Sit 
Seiten des Verhältnisses -^ gegen die Null convergiren. Aber 

indem dx^ wenn es auf der linken Seite der Gleichung, wo es 
innerhalb des Verhältnisses gesetzt ist, verschwindet, offenbar auch 
auf der rechten Seite, wo es als eine für sich selbstständige 
Grösse auftritt, reine verschwindende Grösse sein muss, so wer- 
den alle Glieder des letzgenannten Ausdrucks ausser dem ersten 
sich annulliren, und das sind offenbar alle diejenigen Termen der 
Gleichung 

dy^fixf^—l rfa? + "Y- ^^-- 07/^—1 dx^ + . . • , 
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welche höhere Potenzen von isj ale did erste enthalten. Wenn 
wir daher die Inteneitdiea zu vergleidien haben» mit welchen die 
Differentiale dy und dx der Null enstreben, so fallen alle diese 
Termen heraus oder können vernachlässigt werden, und die ge- 
dachte Gleichung redUcirt sich daher auf« 

welches in Uebereinslimmung mit dem aus der Theorie der 
Grenzen sich ergebenden Ausdrucke der Differentialquotient 

^=^jrft-l ist. 

Das Wesentliche also in dem Begriffe des Differentiales ist, 
dasB wir nicht bei einem speciell bestimmten, weDtl auch n^ 
so kleinen Werlhe des Zuwachses äx stehen bleiben» sondern« 
indem wir es uns in einem Prosesse beständigen Abnehmen^ den^ 
ken, immer wieder daröber hinaus m einem noch kteineren 
übergehen müssen. Indem wir daher von der Gleichung y'^fi'X) 
zu der Gleichung 

dy^f(x + dx)^f(x) 
ßbergehen, so ist der eigentliche Sinn dieses Vorganges, dass wir 
uns einem bestimmten Zustande oder momentanen Verhältnisse 
iy^s) der Funktion \Qn einem benachbarten aus, nämlich dem 
Verflussmomente (y + dy.x + djc) dadurch nähern, das» wir die 
Differentiale dy und dx bis zu ihrem gänzlichen Verschwinden hin 
verkleinern. Indem die Gleichung nun doch die Differentiale 
dy und dj: als allgemeine Elemente bcfasst, so muss sie 
eine gewisse Beziehung enthalten, welche das Gesetz ihrer ge- 
genseitigen Abhängigkeit ausdruckt. Bei der eigenthümlichen An- 
nahme nu^, die wir über die Natur derselben machen, dess sie 
als unendlich kleine Zusätze gelten schien, wird diese Beziehung 
sich unter die Form eines linearen Verhältnisses zwischen dy und 
d^ stellen, weil, wie wir gesehen haben, alle höheren Potensen 
TQii dcß ^Is die erste herausgehen, und sie wird nun nicht mehr 
eipeni, ZiUStammeohanig zwischen zwei benaohbarten^ in endlicher 
Entfernung von einander liegenden VerhäUnissmomenten 4er 
Funktion festsetzten, sondern es wird die zufällige B*estiii»mtheit 
de& einen in solchem Zusammenhange aufgehoben und mit der 
Bestimmtheit des anderen verschmolzen. Die analytische Gleichung 
zwischen den Differeutialen dy und dx deutet also gerade so wie 
der Differentialquotient eine Bewegung der Funktion über eines 
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ihrer momenUiien Verhältnisse hinaus an, aus welcher jedoch das 
andere, in welches hinein sie geschieht, eliminirt ist oder viel^ 
mehr welche als noch nicht üher. ihren Ausgangspunkt hinausge- 
kommea in unserer Vorstellung festgehalten wird. 

Insoweit befinden wir uns in vollständiger Uebereinstimmung 
mit dem, was in der Grenzmethode geleistet ist. Der Unterschied 
liegt nur darin, dass wir jetzt dy und dx als selbstständig gegen 

einander betrachten und also ~ als ein wirkliches Verhältnis^ 

dx 

ansehen, dessen Seiten an ihnen selber eine Bedeutung zukommt* 
Wir haben aber den Nachweis gegeben, wie dadurch > dass die 
Gleichung zwischen dy und dx homogen gemacht wird, wir auf 
den DiSerentiaiquotienten als einen Grenzbegriif wieder zurück- 
koffinaeD, und die bekannten, bei der ersten Ansicht auffällig 
scheinenden Regeln über die Rechnung mit unendlich kleinen 
Grössen finden ihre Erklärung und Begründung in der Tendenz, 
diese durch die Natur der Sache geforderte Homogenität der ana- 
lytischen Gleichung zwischen den Differentialen auf die kürzeste 
Weise herzustellen. Aber das Weitere ist, dass den Differentialen 
djf und dx allerdings eine relative Selbstständigkeit gegen einan«- 
der zukommt. Das ist sogar eigentlich schon in dem Grenzpro- 
zesse gesetzt. Denn in der Gleichung 

dx i^x Hx 

liegt, dass wir Ly und ^x als wirkliche Grössen betrachten, und^ 
indem wir sie in dem Prozesse einer unbegrenzten Abnahme uns 
begriffen denken, hören sie in keinem AugenbUcke auf ihre Selbst* 
ständigkeit als bestimmte Grössen gegen einander zu bewahren^ 
Es ist darum kein Grund vorhanden diese Selbstständigkeit in dem 
Momente, wo der Prozess zum Abschlüsse kommt, als aufhörend 
zu denken : denn in der Forderung, die unbegrenzte Abnahme als 
Hl ihrem Zielpunkte angelangt zu betrachten, liegt kein Grund, 
dass. wir nunmehr die abnehmenden Grössen plötzlich als für sich 
allein vollkommen bedeutungslos ansehen müssten. 

Nehmen wir alles Vorhergehende zusammen, so sind wir 
geilötiifgt die Differentiale dy und dx als Nullen zu denken, aber 
a]& Nullen, die gegen einander ein Verhältniss haben, oder näher^ 
als verschwindende Grössen, die nachweislich unter der Bestimmt-» 
heit des Verhältnisses stehen, mit welchem sie verschwinden« 
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Ein Differential für sich allein hat daher keinen Sinn, amser dem 
eine reine Null zu sein, mit welcher sich nichts anfangen lässt; 
es hat hloss eine Geltung in der Beziehung zn einem anderen 
oder auch mehreren anderen zusammen, und ist also seiner Natur 
nach nur ' als Verhältnissmoment. Dieses ist analytisch darin 
vorhanden, dass die Gleichung df(x)=:dif^f{x + dx)-^f(x), 
welche das eine Differential bestimmt, auch nothwendig das an- 
dere enthält : also das Differential der Funktion f{x) ist n^r als die 
Differenz zwischen zwei von ihren unmittelbar aufeinander folgen- 
den Werthen zu denken, deren ßeslimmlheit von der Wissenschaft 
nicht anders als durch ihren unendlich kleinen Abstand dx bedingt 
erfasst werden kann. Indem diese Differenz selbst eine unendlich 
kleine Grösse ist, nämlich darum weil wir die Funktion als con- 
tinuirlich voraussetzen, d. h. annehmen, dass, je näher zwei Zu- 
stände der Funktion an einander geruckt werden , um so kleiner 
auch ihr Unterschied wird und überhaupt unter jede endliche auch 
noch so kleine Grenze herabgebracht werden kann, so kommen 
wir wieder darauf zurück, was wir schon oben bei Erörterung 
der Grenzmelhode durchgeführt haben, nämlich dass die Differen- 
tialrechnung an ihr selber den unmittelbaren Ausdruck für das 
Gesefz der Continultät einer Funktion liefert. 

Nach diesen Auseinandersetzungen wird es uns nun nicht 
mehr befremden können, wenn man von unendlich kleinen Grössen 
verschiedener Ordnungen spricht. In der Tbat, wenn auch die 
unendlich kleinen Grössen als in einer unausgesetzten Abnahme 
begriffen gedacht werden müssen, so ist dies doch nicht ein sol- 
ches Abnehmen, welches in isolirter Weise und in einfacher Be- 
ziehung auf sich selber vor sich geht, sondern wir haben eben 
erst gesehen , wie sie gleichzeitig ein gewisses Yerhältniss zu an- 
deren unendlich kleinen Grössen oder Differentialen bewahren und 
für sich allein bloss als reine Nullen zu gelten beanspruchen dür- 
fen, welche sofort aus jedem Calcul herausgehen würden. Hier- 
aus ergiebt sich, dass es sich nicht um die Abnahme der unend* 
lieh kleinen Grössen schlechthin, sondern um das in solchem 
Abnehmen sich heraussetzende Verhällniss handelt. Dieses Yer- 
hältniss kann keinen anderen Sinn haben, als dass es die Be- 
stimmtheit der Abnahme, d. h. die Geschwindigkeit oder Intensität 
bezeichnet, mit der die veränderlichen Quantitäten, die Differential«), 
der Null entgegen eilen. Wenn man diesen Gesichtspunkt festhält. 
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so i«t offenbar der Widerspruch beseitigt, welcher in der Be- 
hauptung, dass es verschiedene Ordnungen des unendlich Kleiden 
gäbe, zu liegen scheinen könnte. Dieselben werden nämlich die 
specifischen Unterschiede feststellen, welche in der Stärke oder 
Geschwindigkeit der unbegrenzten Abnahme statt finden, und die 
unendlich kleinen Grössen einer und derselben Ordnung werden 
daher zusammen verschwinden, und die Geschwindigkeiten, mit 
welchen .sie in diesen Prozess eingehen, werden vergleichbar sein 
oder^ein endlich ausdruckbares Verhältniss zu einander haben. In 
weilerer Folge hiervon werden die unendlich kleinen Grössen 
verschiedener Ordnungen nicht zugleich verschwinden, oder viel- 
mehr das Verhältniss der Geschwindigkeiten, mit welcher sie sich 
der Null nähern, wird nicht mehr eine endliche Grösse sein und, 
sobald sie daher zusammen in den Calcöl eintreten, wird um 
dieser Unendlichkeit oder wenn man lieber will um dieser Incom- 
mensurabilität ihres Verhältnisses willen eine specifische Verschie- 
denheit ihrer Natur angenommen werden müssen. So ist es ge- 
kommen, dass man von ersten, zweiten, dritten u.s.w. Differentialen 
einer Yariabeln spricht und darunter unendlich kleine Grössen der 
gleichnamigen Ordnung versteht. Näher haben wir daher ein 
Differential einer höheren Ordnung so zu denken, dass es im 
Vergleich zu einem Differential niederer Ordnung unendlich viel 
rascher abnimmt, und pflegt man dies auch wohl so auszudrucken, 
dass es vor jenem verschwinde. Indem wir den in dieser Ab- 
nahme latenten Grenzprozess zum Abschluss bringen, können wir 
es als eine solche Grösse bestimmen, deren Verhältniss gegen 
das andere als dem Verschwinden entgegeneilend geradezu gleich 
Null ist. Dieses ist zugleich die Rechtfertigung für den bekannten 
Satz, dass die unendlich kleinen Grössen einer höheren Ordnung 
weggelassen werden, sobald es sich lediglich um eine Bestimmtheit 
zwischen unendlich kleinen Grössen einer niederen Ordnung han- 
delt. Indem nämlich die übrigbleibenden Tennen der Gleichung 
dadurch auf dieselbe Ordnung des unendlich Kleinen herabgebracht 
werden, so gewinnt sie die Bedeutung einen Verhällnissbegriff 
festzulegen , und wird fähig die Bestimmtheit unendlich kleiner 
Grössen in expliciter Weise zu enthalten. Der genannte Satz ist 
daher eigentlich nur die allgemeine Aussprache von dem Gesetze 
der Homogenität der Differentialgleichungen, welches wesentlich der 
Methode des. unendlich Kleinen ihre bewunderungswürdige Beweg- 
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liebkeit und Eiofocbheit verleiht. Diese Ilomogenität ist dahin zu 
erklären, dass alle Termen einer Differentialgleichung ein und 
dieselbe Ordnung des unendlich Kleinen enthalten, und sie ist die 
analytische Bedingung dafür, dass die Gleichung auf den Ausdruck 
eines Verhältnisses zwischen den Differentialen sich reducire. 
Hierbei ist zu bemerken, dass derjenige Terni, welcher die nie- 
drigste Ordnung des unendlich Kleinen in der Gleichung uroschliesst, 
die Ordnung der gesammten Gleichung bestimmt und daher alle 
Glieder, die eine höhere Ordnung des unendlich Kleinen enthalten, 
geradezu weggelassen werden.*) 

Indem die Differentiale lediglich als Verhältni«sbegrifie zu 
fössen sind, so ergiebt es sich von selbst, dass die Rechnung mit 
ihnen nur auf einer Vergleichung ihrer Intensitäten beruhen JKano, 
Wenn diese Vergleichung in einen geregelten Galcül gebracht wer- 
den soll, so muss sie auf irgend eine gemeinsame l^inheit der- 
selben Art bezogen werden, deren Natur an und für sich durchaus 
willkürlich ist, aber, sobald sie einmal festgesetzt ist, als unver- 
änderlich beibehalten werden muss. Diese Einheit des Maasses 
wird am besten so gewählt, dass man das Differential dx der un- 
abhängig Veränderlichen zu Grunde legt. Unter dieser Annahme 
wird also ds als unveränderlich oder constant betrachtet» d.h. es 
lliebt nur eine einzige Intensität, mit welcher (ja; den Prozess sei-^ 
ner Annuüation vollfuhrt**) und demgemäss kann von specifi^h 



*) Wir wollen, um MissTersländnissen vorzubeugen, die Bemerkung hinzo- 
fügen, dass hier die llomogeniläl einer üifferenlialgleichung in einem welter6ii 
Sinne genommen isl, als gewöhnlich geschieht. Zufolge unfscrer Eniwlefcehfifg 
ist sie eine allgemeine Eigenschaft, welche jeder Differcnlialgleiehniig als solchtr 
zukommt, und bezieht sich auf die idenlitäi der Ordnung der unendlich kleioea 
Grössen, welche in die verschiedenen Glieder hineingehen. In den Lehrbüchern 
bezeichnet man solche Differentialgleichungen als homogen, welche, indem ipan 

die Veränderlichen y,x und ihre Differentiale dxy dy, d^y , als Paktorett 

des ersten Grades betrachtet, aus lauter Termen eine* und defis&efbeA Grades 
bestehen. 

•*) um eine Vorstellung zu erbalteii, wre es mdgticdi sei speciGscb ver- 
schiedene Intensitäten zn denken, mit denen eine Grösse * verschwindet, denke 
man sich ein Quadrat mit dem Flachenraume u, dessen Seite durch die specieile 
aber sonst willkürliche Zahl x gemessen werden möge. Das Differential dieses 
Quadrates wird erhallen, wenn man seine Fläche in conlinuirlicher Weise bis zn 
ihrer völligen Annullation hin verkleinert; — dies kann nun entweder derarrti^ 
gntchebeo, des» min die ^iiiid4iflie r fAr 0lch tlleia, oder aber die GrtNMlHiie 
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verediiedetiiBii InterwitSlen der AnnuUation von auf x bezüglichen 
ZosUzea nioht die Rede sein, oder es wird d^Ji:, d^jr,...« gera*- 
dezu dfieich NulL Anders verhält es sich mit den abhängig ver« 
änderlidien Grössen. Nämlich da die Zusätze zu y, sowie die 
Zusätze zu allen soldien Grössen überhaupt, die in einem bestimm- 
te Connex mit y oder auch mit x stehen, offenbar von der 
Natur der Zusätze zu x abhangen, so werden wir, wenn wir letz- 
tere als unendlich klein annehmen, je nach der Natur dieser Ab-* 
bäagigkeit verschiedenartige Intensitäten iür die Abnahme der an- 
deren Zusätze erhalten können und hiermit allerdings genöthigt sein 
Differentiale höherer Ordnung, wie d^y, d^y,... in die Rechnung 
einzuföhren« Zufolge der getroffenen Annahme über die Natur 
der Einheit wird übrigens ds die Maasseinheit für die unendlich 
kleinen Grössen der ersten Ordnung, dx- die Maasseinheit für 
die der zweiten Ordnung u. s. w. sein, und werden mitbin die 

Verhältnisse -,-,^,-t^ u. s. w. endliche Quanta vorstellen. 

di)ß dx^ dx^ 

X mit der Seitenlinie x zugleich sich als in einer licständigen Abncthme hegriffen 
denkt. Im ersten Pall wird das Qnadrat sich niif die Seüealinic x nnd im zwei- 
ten Fall sich auf den Eckpunkt reduciret), in weichern die Grundlinie und Sei- 
tenlinie einander durchschneiden. In beiden Fällen ist gleichmässig der Forderung^ 
den FiMbenr^mQ u auf herabzubringen, enli^prochen worden, und doch sind die 
Resultate specifiscb verschieden, derartig dass sie eine quantitative Vergleichung 
gar nicht gestatten. Will ntan durchaus ein Verhältuiss /wischen ihnen haben, 
so Meibt nichts Obrig als die im ersten Fa!1e resuttir^nde Seitenlinie x gleichfalls 
dem continuirlichen Prozesse einer unbegrenzten Abnahme zu unterwerfen d. b. 
ihre Dimension der Länge sich aufliebcn zu lassen, und hierdurch wird sie sich 
auf denselben Punkt reduciren, Welcher aus dem zweiten Falle her sich ergeben 
hat. Mithin sind specißsche Unterschiede denkbar, welche in der unbegrenzten 
Abnahme einer und derselben Grösse statt haben, uixl düs Kennzeichen für solche 
specifiscbe Unterschiede ist der endlose f^rogress, vermöge dessen sich die Be- 
inehatrg der verschieilenen Resultale vcrwirklicM. Dieselben bedingten die ver- 
schiedenen Ordnungen des unendlich Kleinen. Dagegen wenn die Kesuitate der 
unbegrenzten Abnahme ohne endlosen Progress sich in Beziehung zu einander 
setzen lassen, so gehören sie einer und derselben Ordnung des unendMch Klei- 
nen an. Z. B. der Flächenraum v eines Rechtecks, dessen Seilen die bestimm- 
ten aber willkürlichen Maasszahlen x und y entsprechen mögen, kann sich auf 
doppefte Weise annulliren, einmal indem man dre GrnndHnie !xi und dann indem 
man sieb die Höhe y al-s rmmer mehr gleichsam ziY&ammensehwiiideDd torsPellf. 
Im ersten Falle reducirt sich das Rechteck nnf die Seitenlinie y und im zweiten 
Falle auf die Grundlinie x, und offenbar halven die beidcMi Besuilale eiu endlich 
ausdr'ickbares Verhältniss zu einander*, denn das Verhältniss zweier begrenzter 
gerader Linien ist beltannUfch Dait dem Vei^bültttiss« Ihi'^r MaasKiahlen ideDliffeh, 
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Wir können, um nicht weit fiber die uns gesteckten Creii- 
zen hinau«zuschreiten, zu unserem Bedauern nicht darauf eingeben, 
wie die Analysis diese Bestimmungen in ihr System verarbeitet; 
doch wollen wir, um den Beweis zu ffihren, wie unsere Entwicke- 
hing in vollkommenster Uebereinstimmung mit den bezüglichen 
Bestimmungen der Wissenschaft ist, wenigstens Cauchjf's funda- 
mentale Bestimmungen über die unendlich kleinen' Grössen ver- 
schiedener Ordnungen in Kärze hinzufügen. Dieselben lauten: 

„Durch a bezeichnen wir eine constante rationale oder irra- 
tionale Zahl» durch t eine unendlich kleine Grösse und durch v 
eine veränderliche Zahl. In dem Systeme unendlich kleiner Grössen, 
dessen Basis i ist, wird eine durch f[i) angedeutete Funktion von 
t' ein unendlich Kleines der Ordnung a sein, wenn die Grenze des 
Verhältnisses 

für alle kleineren Werthe von v als a gleich und für alle grös- 
seren Werthe von v als a unendlich ist." 

„Nach dieser Definition wird das Verbältniss 

fit) 

wenn man mit n diejenige ganze Zahl bezeichnet, welche der Ort- 
nungszahi a der unendlich kleinen Grösse /\t) gleich oder unmit- 
telbar grösser ist als dieselbe, das erste Glied der geometrischen 
Progression 

' i ' i^ ^ i^ ^ 

sein, welches keine unendliche Grösse mehr ist.'^ 

„Hieraus lassen sich nun leicht die Sätze über die unendlich 

kleinen Grössen und besonders folgende Fundamentaltheoreme 

herleiten : 

Theorem I. 

„Betrachtet man in einem beliebigen System zwei unendlich 
kleine Grössen verschiedener Ordnungen, so wird, während sich 
beide der Null unbestimmt nähern, die, welche von einer höhe- 
ren Ordnung ist, zuletzt stets den kleinsten Werth haben.** 

Theorem IL 
„Es seien o, 6, c,... die Zahlen, welche in einem bestimm- 
ten System die Ordnungen mehrerer unendlich kleinen Grössen 
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bezeichnen und a die kleinste derselben, so ist die Summe dieser 
Grössen ein unendlich Kleines der Ordnung a/' 

Theorem IIF. 

„In einem behebigen Systeme ist das Produkt zweier unend- 
lich kleinen Grössen von den Ordnungen a und b eine andere 
unendlich kleine Grösse von der Ordnung a + b. 

Theorem IV. 

„Wenn drei unendlich kleine Grössen so beschaffen sind, 
dass die zweite von der Ordnung a ist, wenn man die erste zur 
Basis nimmt, und die dritte von der Ordnung 6, wenn man die 
zweite zur Basis nimmt, so ist die dritte in dem System, dessen 
Basis die erste ist, von der Ordnung ab.^' 

Die Erläuterungen und Beweise zu diesen 4 Theoremen er- 
geben sich alle sehr einfach aus dem zu Grunde gelegten BegrifTe 
der unendlich kleinen Grösse einer bestimmten Ordnung und kön- 
nen fuglich an Ort und Stelle nachgesehen werden. — 

Es ist nunmehr wohl der vollständigste Nachweis gegeben, 
dass die Analysis durch die Einführung des Begriffes der unend- 
lich kleinen Grösse, weit entfernt den Charakter der mathema- 
tischen Strenge zu verlieren, vielmehr an Klarheit und Einfachheit 
ihres Fortganges wesentlich gewinnt. Wir hätten nun eigentlich 
auch auf den Gebrauch des unendlich Kleinen in der analytischen 
Geometrie näher einzugehen, indessen dürfen wir uns hier wohl 
kürzer fassen , da es im Grunde auch hier sich auf einen Ver- 
hältnissbegrilT zurückführt. Wir wollen dieses zunächst durch die 
Betrachtung eines speciellen Beispiels zeigen. 

SeiflCD irgend ein Curvenzug und iC eine Tangirende in dem 
Punkte C dieses Zuges» und die Ordinate BC des Punktes C 
gezogen. Es soll der analytische Ausdruck für die Subtangente 
ilB gesucht werden. Vermittelst der Methode des unendlich Kleinen 
wird dies Problem ganz einfach, wie folgt, gelöst. Man geht zu einem 
Punkte D der Curve fort, der unendlich nahe an dem Punkte C liegt. 
Ziehen wir nun DFJ^OF und bemerken, dass BC = y und ÄO = icist, 
so werden die unendlich kleinen Zusätze, um welche die Coordi- 
naten des Punktes D sich von den Coordinaten des Punktes C 
unterscheiden, respeclive DG=idy und BF=CG=dx. Da nun 
die Berübrungslinic iC und die Curve in der Nähe des Beruh- 
rungsponkies C als zasaoHnenfaliend angesehen werden können, 
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SO wird der Bo- 
gen CD als die 
Verlängerung von 
iCb«tradit6t und 
ist in Folge da- 
von A ABC ^ 
A CDG, milliin 
AB: BC- CG: DG 



oder Subtang :y=^dx: dy, alßo 



Stibtang = y- 



ds 
dy ' 



welches der auob anderweitig bekaonte Aiisdruck für dJQ. Sub- 
tangente ist. 

Prüfen wi,r die Natur der gemacbtiin ^iippo^Uion näher, 
welche uns so überraschend schnell zu d^r Msung des vor^ele.^- 
ten Problems geführt hat, so hegt in ihr dii9 Ideqtität de^ ge- 
mischtlinigen Dreiecjtes CDQ tnii dejB Tangentendreiecl:^^ CBG^ 
eine Identität, welche in der Fi^ur, wo die Distanz dgi;^ v^xiXi^iß 
4eren die Lage des Punktes D festgelegt wird, endUpb i^t,^ p^ßQ*^ 
bar nicht statt hat. Indem aber die Distanz .d^ in Wahrheit un- 
endlich klein sein soll, so wird diese Identität auch nicht für 
eine endliche Entfernung in Anspruch genommen, sond^xi ^l^ 
der Zielpunkt eines Grenzprozesses gedacht, in welchem man sö^ph 
d^m Punkte C unbegrenzt näheart. In der Tbat zweigt schoj) 4^X 
Augenschein, dass, je näher wir Z). an C, rücken, i^ den hei(fj»li 
Dreiecken CDQ und CEQ^ um ^p stärker die Tender« fa^v^i^richt 
in eineß zusami^enzufliessen. Sobald man aber pur wirkliii^ 
ip dem Punkte C anlangt < so sjchwinden die beiden Preiecke ip 
eine blosse Punktuajität ;;usammen, und könnte es bie^p^^ ^ 
Anschein gewinnen, als pb ihre Identität aUerdin^ m dieser ihr^ 
^leich^ässigej) Aufhebnog ai$ rauQdi(;))e Pr^iecke, auf ,fibs,MrM(t^ 
Weise verwirklicht wäre, aber in der lehren ^pfm^ an Wjelftbfif 
sie gesetzt ist, ^ur gän;eUchen Bedeuti^^losii^eit herabsänken 
pie S^che stellt ^\fh iqdes^en a^nder^. pie ßelr^ht,uag di^s Ojreir 
eckes pZ>6r hat (i^r uqs keinen anderen JZwe(?k aJs die Seit^nverr 
hjltnUse (des Dreieckes 4Ä,(7 ^u besti^wn^ junde^ i;^^ 4ahejr awqb 
bloss ^m 44<^ Seiten verhiyyiynissiQ 4p^ .$l^fl^^mt$^. ch^rßl^r^i^iü^f^ 



Dreiecks GDß zu thun öder, da dasseH»6 rechtwinklig ist und 
zufolge unserer Voraussetzung als geradliniges Drei«d( betrachtet 
werden darf, so dass alle seine Seitenverhältnisse unmittelbar 
seine Winkolbestimmtheit enthalten, um seine Winkelbestimmtheit. 
Die ganze Schwierigkeit drängt sich also in die Frage zusammen, 
ob die Winkeibestimmtheit eines Dreiecks noch denkbar sei, 
nachdem es rSumlich in einen blossen Punkt zusammengesunken, 
also eigentlich verschwunikn oder aufgehoben ist. Diese Frage 
mass unbedingt bejaht werden; denn ein Winkel verliert sein« 
ßestimiBtheit nicht, auch wenn man itm aus dem Zusammenhange 
seines Dreiecks berausreisst und ein blosser Blick auf die Figur 
zeigt, dass, wenn man auch GE in paralleler Richtung mit sich 
selber nach C hin bewegt, das Dreieck in dem letzten Momente 
dieser Bewegung allerdings sich auf den Punkt C reducirt, aber 
gleichwohl die Lage der beiden anderen Dreiecksseiten während 
des ganzen Prozesses der Bewegung unveriüiderüch in der Rieh* 
tung der beiden Geraden CE und CG hineinfallt. Der Winkel 
6CE wird afso auch dann noch real vorhanden sein, wenn da« 
Dreieck 6CJS sich auf den Punkt C reducirt, d« h. in <lem Falle, 
wo die Distanz dx unendlich Klein ist, oder das Dreieck GCE 
mit dem Dreiecke GCD identisch wird. Indem nun der Winkel 
6CB dem Winkel CAB gleich ist, stellt der Winkel CAB offenbar 
eine solche Winkeibestimmtheit dar, die auch dem charaktenstw 
sehen Dreiecke GCD als eine verwirklichto zukonunt. 

Das vorhergehende Raisonnement ist einer Ergänzung bedürf- 
tig, insofern der positive analytische Nachweis imnMr uooh mau^ 
gelt, dass die Dreiecke CB4t und CEG oder, was iaaselbe ist, die 
Linie CD und CE für eine unendlich kleine Distanz dx aich deh^ 
ken. Aber die Grenzmethode hat ja schon vermöge strenger De- 

dv /\ii 

mpnsti'ation gezeigt, dass das Verhältniss j~*~'*^t^ wirklich 

mit dem ¥erhältnisse 

GB 

-=.tgECG^ta<p 

identisch sei; — und somit wiese schliesslich unsere geometrische 
Voraussetzung auf die analytische Methode des vorigen Abschnittes 
zurück. Aber wenn auch dies Eine dadurch gewonnen i^, dass unsere 
Behauptung, a^ch das geonjtetrtsche unendlich Kleiiie sei letztlich als 
ein Verbällnissbegriff zu bestfanmen, sich gerechtferügt hat: so ist 
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doch nicht recht einzusehen, wie die neue geometrische Methode sich 
auf eine besonders leichte und bequeme Art solle handhaben las- 
sen: denn die Voraussetzungen, welche sie nun einmal macht, 
führen immer auf weitläufige Grenzbetrachtungen hin, und ihre 
Begründung darf dann doch in keiner Weise unterbleiben. Diese 
Bemerkung ist nun freilich zuzugeben, so wie sich die Sache uns 
bis jetzt dargestellt hat. Aber wenn die analytische Geometrie 
solche Forderungen erhebt, wie z. B. eine krnmme Linie als mit 
ihrer Berührenden identisch anzusehen, «o pflegt sie dieses nicht 
anders zu ihuu« als indeu^ sie zuvor vermöge der analytischen 
Methode des unendlich Kleinen ihre Statthaftigkeit nachgewiesen 
hat, und damit ist an die Stelle der Grenzmethode, welche in 
jedem speciellen Falle eine besondere Manier der. Behandlung er- 
heischt, eine Methode getreten, in welcher sich alles auf das ein- 
fache Princip der Vernachlässigung der unendlich kleinen Grössen 
höherer Ordnungen gegen die unendlich kleinen Grössen einer 
niederen Ordnung zurückführt. Die Prüfung der Voraussetzung 
z. B. in unserem speciellen Falle ist unter folgender Form anzustellen : 
Die Gleichung, der Berührungslinie ist bekanntlich 

and suchen wir nun die Bestimmung eines Punktes, der in der 
unmittelbaren Nähe des Berührungspunktes (y,ar) liegt, so haben 
wir, wenn h eine unendlich kleine Grösse der ersten Ordnung 
bezeiehnet^ ^=x + h einzuführen, und erhalten für die Ordinate 
f] einen Ausdruck, welcher die Ordinate des Berührungspunktes g 
um eine ebenfalls unendlich kleine Grösse, etwa k', übertreffen 
wird : mitbin ist . .' 

dx 
Suchen wir nun den Punkt der Curve, welcher der unend- 
lich kleinen Distanz h entspricht, so ergiebt sich, aufolge des 
Theorems von Taylor, wenn wir annehmen, dass dem Zuwachse 
A der Abscisse x der Zuwachs +k der Ordinale y entspricht 

y + Ä:=/-(a; + A)=/(a;)+^^^-A + |-^^+i-^^ 

oder <la y^=f(x) ist 
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Nun bedeutet h eine unendlich kleine Distanz auf der Axe 
der x; wir werden also die höheren Potenzen von h gegen die 
erste vernachlässigen können, wodurch 

dx 
und wir erhalten nun durch die Vergleichung mit der auf die 

Beruhrungslinie bezugiiclicn Gleichung k^r=:-^h sogleich die Rela- 

dx 

tion it= J:*. Die geometrische Deutung dieses Resultates giebt die 
oben gemachte Voraussetzung, dass die Curve und ihre Beröhrende 
in der Nähe des Berührungspunktes als zusammenfallend angesehen 
werden müssen. Dieselbe ist mithin erwiesen. Auf diese Weise 
verschwindet also die Willkurlichkeit der Annahmen, welche man 
der Methode des unendlich Kleinen so häufig vorgeworfen hat. 
Es mag sein, dass namentlich Anfänger sich solcher Annahmen 
bedient haben, ohne ein klares Bewusstsein über ihre tiefere Be- 
gründung sich zu verschaffen ; — aber das ist nicht die Schuld 
der Wissenschaft, welche sich diese Begründung niemals erlässt; 
sondern der einzige Grund ist in der Oberflächlichkeit oder Nach- 
lassigkeil derer zu suchen, die in ihr arbeiten; — es sei denn, 
dass sie es mit vollem Rechte verschmähten sich bei einer Eni- 
Wickelung aufzuhalten , die um ihrer Einfachheit willen sich bei- 
nahe von selber macht. 

Die Methode des unendlich Kloinen fuhrt zufolge der vorher- 
gehenden Erörterung auch für das Gebiet der Geometrie sich auf^ 
das Gebiet der Grenzen^zurück und findet in derselben ihre eigent- 
liche Begründung. Das Wesentliche von ihr ist, dass zwei 
Bestimmtheiten, die in ihrem unmittelbaren Sein auseinanderfallen, 
als einander identisch gesetzt werden. So lässt man einen un- 
endlich kleinen Kreisbogen mit seinem Sinus*), eine geschlossene 



*) Wir wollen auch hier noch die analytisch« Begründung andeuten. Sei 
(f) der Ansdrack irgend eines Kreisbogens in ßruchlheilen der Zahl 27r, so ist 
bekanntlich. 

Nehmen wir nun ip unendlich klein an, so dürfen wir die mit höheren Poten- 
zen ¥on 9 behafteten Glieder der Reihe gegen das erste vernHchliissigen und 

erhalten 

iin (f = (fy 

in Uebereinstimmung mit der fichauptang. 

Schwarz*! PhUosopbie der Maüiematik. 7 
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Curve mit einem Polygon von unendlich vielen Seiten oder, was 
auf dasselbe hinausläuft, in der Nähe des Berührungspunktes die 
Curve mit der Berührungslinie zusammenfallen. Das unmittelbare 
Sein dieser Bestimmtheiten ist nun ein solches, in welchem sie 
sich als räumliche Ausdehnungen darstellen, und, sobald wir bei 
demselben stehen bleiben wollten, würde die Annahme ihrer 
Identität geradezu ein grober Fehler sein. Aber ihr unmittelbares 
Sein wird negirt ; wir versetzen sie in eine solche Bewegung hin- 
ein, vermöge deren sich ihre Ausdehnung, in welcher sie ausein- 
anderfallen, immer mehr und mehr aufhebt, und diese Bewegung 
ist es, die in der Annahme unendlich kleiner Raurogebilde latilirt. 
Das Ausgedehnte wird sich dergestalt in das Ausdehnungslose um- 
wandeln und nun, nachdem es das Zufällige, das Aeusserliche 
seines quantitativen Seins abgestreift hat, nur noch die innerliche 
Natur seiner Bestimmtheit bewahren, nämlich das, was übrig bleibt, 
wenn man von seinem Mehr oder Minder abstrahirt, die inneren 
Verhältnisse seiner Bildung, welche naturlich auch analytisch sich nur 
unter der Form von Verhältnissen darstellen lassen. Also überall^ 
WQ uuendlich kleine Grössen in die Geometrie eingeführt werden, 
können sie nicht anders denn als Verhältnissbegriffe auftreten. 
Das liegt unmittelbarer Weise schon darin, dass niemals eine un- 
endlich kleine Grösse für sich allein vorkommt, sondern immer 
in Beziehung auf andere. So werden die unendlich kleinen Di- 
stanzen auf der Curve und ihrer Berührenden in der Nähe des 
Berührungspunktes als eiuander identisch gesetzt. Tiefer i3t es 
aber allerdings darin begründet, dass von ^er gleichgültigen Aus- 
dehuung der betrelTenden Quanta abgesehen wird, und wesentlich 
die unabhängig von ihrer Ausdehnung bestehenden Momente ihrer 
inneren Seibstvermitlelung mit dem Gedanken erfasst werden. Die 
Curve, die Gerade sind für sich genommen jede ein ruhiger in 
sich verlaufender Fluss; aber das Wesen dieses Flusses ist durch 
solche, die in einander verlaufen, vermittelt zu sein; und dies ist in 
der bestimmten unveränderlichen Beziehung zwischen den Coordi- 
.naten ausgedrückt, welche in jedem Momente seine eigentliche 
Bestimmtheit ausmacht. Die Coordinaten sind ebenfalls zunächst 
noch äusserliche Quanta : aber indem das Verhältniss ihrer unend- 
lich kleinen Zuwächse zunächst betrachtet wird, und diese Ziiwäehee 
es wesentlich sind, die den Fortschritt auf der Curve bedingen, so 
haben wir nur noch ein reines Verlaufen, ein Verhältniss als 
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zwischen Quanlilätslosen , aus denen alles Aeusserltche heraus* 
eliminirt ist, und welches nur die der Curve inwohnende unverän- 
derliche Bestimmtheit bewahrt hat, ein Verhaken von zweien, di^ 
nur insoweit, als sie gegen einander ein Verlialten haben, nocb 
gesetzt sind. So sind die unendlich kleinen Grössen nur als 
solche, die sich gegen einander verhalten. Das Verhalten ist das 
einzige, was die Bestimmtheit ihres Seins ausmacht, und alle 
übrige quantitative Bestimmtheit aufgehoben. Ihr Verhalten ist 
von ihrem Sein nicht zu trennen (daher sie aus dem Verhältnisse 
genommen reine Nullen d. h. bedeutungslos sind) und zugleich 
ist nichts anderes, in welchem ihr Sein beruhe. Indem nun das- 
jenige, was ein Sein gegen anderes ausmacht, seine Bestimmtheit 
beisBt, 80 ist das» was resultirt, dass in ihnen die Bestimmtheit 
wieder unabtrennlich mit dem Sein verknüpft ist: sie sind we- 
sentlich qualitatives Sein und können daher arithmetisch nur unter 
der Form von Verhältnissmomenten auftreten, wejl, wie wir wissen^ 
h) dem Verhältnisse gleichfalls die Negation der quantitativen Be*' 
sümmtheit und die Bückkehr zur qualitativen Bestimmheit ge-» 
setzt ist. 

Also überall, wo wir von unendlich kleinen Grössen reden, 
mag es nun auf dem Gebiete der discreten oder der contimiir- 
liehen Grössenbestimmtheit sein, handelt es sich nicht darum, ihre 
Bestimmtheit als selbstständige, für sich bestehende Grössen 20 
Gxiren, sondern ihre Bestimmtheit gegen einander festzulegen oder 
auch, wie man sich häufig ausdrückt, die letzten Verhältnisse auf- 
zufinden, unter denen sie verschwinden. Vielmehr das Erste wäre 
an ihm selber ein Widerspruch, da sie überhaupt nur im Ver- 
hältnisse sind und für sich gar keine Grössenbestimmtheit bean- 
spruchen können. Sie sind wohl die Elemente oder noch besser 
die Principien der Grössenbestimmtheit, welche für die verschie- 
denen Verflussmomente eines stetigen Verlaufes die Natur des 
Ueberganges in die näehstfolgenden bestimmen : aber indem sie 
die Bestimmtheit desselben als noch ganz und gar den einzelnen 
Verflussmomenten inwohnend und in ihnen verschlossen bleibeiid 
enthalten, so haben sie den Mangel eine Bewegung auszudrücken, 
die noch keine wirkliche Bewegung ist, sondern allein der logischen 
Natar des Begriffes angehört. Das Hervorbrechen dieser Bewe- 
gung aus der Verschlossenheit der punktuellen Verflussmomente 
heraus, ihr Uebergreifen über ihre eigene Bestimmtheit und ihre 

7* 
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Umsetzung in das Unterschiedene hinein -— diesen logischen Vor- 
gang in die analytische Formel zu fassen, das ist das zweite 
grosse Problem des höheren Calcüls, dessen Erledigung uns zu* 
gleich in das tiefere Verständniss der vorhergehenden Bestimmun- 
gen noch mehr einfuhren wird. 



7. 

Hegels Kritik der Grenzmethode und der Methode 

des unendlich Kleinen. 

Wir haben nunmehr wieder auf die Entwickelungen Hegels 
zurückzugehen, weil dieselben in einem vollkommenen Gegensalze 
zu dem eben vorgetragenen Begriffe der Differentialrechnung 
stehen, und thuen dies um so lieber, als die ausfuhrliche 
Besprechung mancher früher nur angedeuteten Punkte sich 
von selbst ansclijiessen wird. Eine ganze sehr umfangreiche 
Anmerkung aber die Begriffsbeslimmthf^it des mathematischen Un- 
endlichen, welche in dem ersten Theile der Wissenschaft der Logik 
enthalten ist, hat es sich eigentlich zu ihrer Aufgabe gestellt, die 
Methoden der Grenzen und des .unendlich Kleinen einer vernich- 
tenden Kritik zu unterwerfen, und obwohl wir dieselben schon in den 
vorigen beiden Abschnitten aus dem Begriffe heraus für gerecht- 
fertigt halten, so durfte gleichwohl ihre weitere Vigrtheidigung 
durch eine Kritik dieser Kritik nicht überHussig sein. 

Hegel prätendirt den Beweis geführt zu haben, „welche ver- 
gebliche Bemühung es gewesen sei, für die bisherige Auffassungs.- 
weise des Verfahrens Principien aufzufinden, welche den Wider- 
spruch , der dabei zum Vorschein kommt, wirklich lösen, statt 
ihn nur durch die Unbedeutendheit des nach dem mathema- 
tischen Verfahren nothwendigen, hier aber wegzulassenden, oder 
auch durch die auf dasselbe hinauskommende Möglichkeit der un- 
endlichen oder beliebigen Annäherung und dergleichen^ zu ent- 
schuldigen oder zu verstecken.*' Dieses Besultat ist um so merk- 
würdiger, als es erbalten ist trotz der formell richtigen Einsicht 
in den Begriff des unendlich Kleinen, welchen er auch als in dem 
Grenzprozesse latitirend ganz richtig anerkennt. Aber er wirft 
den Erfindern des höheren Calcüls vor, „das Unendliche nicht als 
Begriff ergründet und bei der Anwendung wieder Auskunftsmittel 
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gebraucht su haben, welche ihrer besseren Sache widersprechen." 
Der Vorwurf des Missbrauches , den sie mit der guten Sache ge- 
trieben hatten, wird jedoch bei näherer Betrachtung zu nichte: 
denn es zeigt sich, dass Hegel den Zusammenhang, in welchem 
sie sich des Unendlichen bedienen, gänzlich ignorirt hat und dem- 
gemäss zu keinen anderen als schiefen Resultaten kommen konnte. 

Das unendlich Kleine ist gleich dem allgemeinen Sein der 
Logik, mit welchem es überhaupt viel Analogie hat (es ist selber 
nur eine reichere Form dieses Seins), keine Kategorie, die für 
sich allein festgehalten werden darf, sondern die wesentlich zu 
höheren hintreibt und in diesen erst mit einem fassbaren, con- 
creten Inhalte sich umkleidet. Sie ist der erste Ausgangspunkt 
für ein System des Wissens, welches den Begriff der Funktion 
zu seinem Gegenstande hat und , indem es das Gesetz ihrer 
Continuität uns erschliesst, über ihr unmittelbares Sein hinaus 
uns in das Gewebe ihrer inneren Bildung hineinführt. Aber eben 
dieses ist es, was Hegel durchaus verkennt, er bleibt bei der 
mathematischen Definition des unendlich Kleinen stehen, nur dass 
er einige logische Formen hineinmischt, und dasjenige, was ihm 
als Philosophen doch ganz besonders zukäme, nun zuzusehen, 
was die Einführung dieses Begriffes eigentlich leisten soll, und 
weiche Bedeutung er für das System der Mathematik beanspruche, 
— dieses scheint er für vollkommen überflüssig zu achten. Eine 
solche Erörterung muss jedenfalls auf den innigen Connex führen, 
in welchem der Begriff des unendlich Kleinen mit der Kategorie 
der Veränderlichkeit und der Continuität steht. Hegel dagegen hat 
sich mit dem abstrakten Begriffe begnügt und ist so natürlich un- 
vermögend, den Zweck des höheren Calcüls zu begreifen. Vielmehr 
kommt er so weif, es geradezu für einen Mangel der Theorie zu 
erklären, wenn sie die Begriffe der Veränderlichkeit und Con- 
tinuität mit in sich hineinnimmt. 

Nach diesen allgemeinen Vorbemerkungen beginnen wir da- 
mit, Hegels Begriff vom unendlich Kleinen, so wie er ihn pag. 300 
giebt, wörtlich folgen zu lassen: 

„In einer Gleichung, worin x und y zunächst als durch ein 
Potenzenverhältniss bestimmt gesetzt sind , sollen x und v '^^^ 
solche noch Quanta bedeuten. Diese Bedeutung nun geht vol- 
lends in den sogenannten unendlich kleinen Differenzen gänzlich 
verloren, dx und dy sind keine Quanta mehr, noch sollen sie 



loa 

solche bedeuten, sondern haben allein in ihrer Beziehung eine 
Bedeutung, einen Sinn bloss als Momente. Sie sind nicht mehr 
Etwas, das Etwas als Quantum gerechnet, nicht endliche Diife- 
renzen; aber auch nicht Nichts, nicht die bestimmungslose NulL 
Ausser ihrem Verhältnisse sind sie reine Nullen; aber sie sollen 
nur als Momente des Verhältnisses, als Bestimmungen des Dif- 

tl er 
ferenttalcoelTicienten -^ — genommen werden. — In diesem Be- 
griffe des Unendlichen ist das Quantum wahrhaft zu einem qua- 
litativen Dasein vollendet; es ist als wirklich unendlich gesetzt; es 
ist nicht nur als dieses oder jenes Quantum aufgehoben, sondern 
als Quantum überhaupt. Es bleibt aber die Quantitätsbestimmt- 
heit als Element von Quantis, Princip oder sie, wie man auch 
gesagt hat, in ihrem ersten Begriffe/' 

Diesen Begriff nun hat die Analysis in eine ihm adäquate 
Form gleichsam liineinzugiessen, und Hegel sucht, indem er gleich- 
zeitig seine Uebereinstimmung mit den Vorstellungen der bedeu- 
tendsten Mathematiker nebenbei zu constatiren sich bestrebt, durch 
eine Kritik ihrer Methoden den Beweis zu führen, dass sie jenen 
Zweck gänzlich verfehlt haben. Am kürzesten fertigt er (pag.ä06) 
Leibnitz's Methode des unendlich Kleinen ab: 

,,Gegen die angegebenen Bestimmungen'' (namlicli Newtons) 
«^stehet die Vorstellung von unendlich kleinen Grössen, die auch 
im tttcrement oder Decrement selbst steckt, weit zurück. Nach 
derselben sollen sie von der Beschaffenheit sein, dass nicht nur 
sie gegen endliche Grössen, sondern auch deren höhere Ordnun- 
gen gegen die niedrigeren oder auch die Produkte aus mehreren 
gegen eine einzelne zu vernachlässigen seien. — Bei Leibnitz bebt 
sich die Forderung dieser Vernachlässigung, welche die vorher- 
gehenden Erlinder von Methoden, die sich auf die Grösse be- 
zogen, gleichfalls eintreten lassen, auffallender hervor. Sie ist 
ejs vornehmlich, die diesem Calcül beim Gewinne der Bequem- 
lichkeit den Schein von Ungenauigkeit und ausdrücklicher Unricb* 
tigkeit in dem Wege seiner Operationen giebt." 

Was diesen Schein ausdrückllcber Unrichtigkeit anlangt, so 
wird dies weiter unten (pag. 309) dahin erklärt: 

,«Der Calcül macht es nothwendig, die sogenannten unend- 
lichen Grössen den gewöhnlichen arithmetischen Operationen des 
Addirens u. s» w. zu unterwerfen, welche sich auf die Natur end* 
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lieber Grössen gründen, und sie somit als endliche firOssen fttr 
eilieB Augenblick gelten zu lassen und als solche zu bebandeln. 
Der Calcül bitte sich darüber zu rechtfertigen, dass er sie das 
eine Mal in diese Sphäre herabzieht und sie als Incremente oder 
Differenzen bebandelt, und dass er auf der anderen Seite sie als 
Quanta vernachlässigt, nachdem er so eben Formen und Gesetze 
der endlichen Grössen auf sie angewandt hatte/* 

Wenn nun Hegel von einem Scheine ausdrücklicher Unrich- 
tigkeit spricht, wefcher der Methode des unendlich Kleinen an- 
klebe, so ist die von ihm gestellte Forderung, dass sich der Ca)- 
cul als einer Reinigung von diesem Scheine bedürfend vor dem 
Begriffe zu rechtfertigen habe, allerdings ganz in der Ordnung, — 
aber es wäre dies immer nur ein Mangel in der Darstellung der 
Methode, und da sie in der Sache demungeachtet das Wesen ridi- 
tig erfassen könnte, so wäre ein so wegwerfendes Urtheil noch 
nicht hinlänglich begründet. Doch dieser Schein ist in Wahrheit 
nicht einmal vorhanden: oder, wenn er für Hegel da sein sollte, 
so ist es wenigstens nicht die Schuld der Erfinder. Indem sie 
als den Grund der bezeichneten Vernachlässigung oder Weglassimg 
angeben, dass die unendlich kleinen Grössen einer höheren Ord- 
nung relativ gegen die unendlich kleinen Grössen einer niederen 
Ordnung verschwinden, so ist die Natur der Sache vollständig 
begriffen, und möchte wohl nicht leicht einer sein, der sie prä- 
ciser und schärfer ausdrückte. Das analytische Gesetz der Homo- 
genität, welches als das fundamentale Theorem für die Herstel- 
lung aller Differentialgleichungen betraditet werden muss, ist 
eben nur der einzige angemessene analytische Ausdruck för diese 
Natur der Sache, und aus diesem unmittelbar fliessen die von 
Hegel gerügten Verfahrungsweisen. Wir brauchen darüber wohl 
keine Worte mehr zu verlieren, da wir uns schon früher darüber 
weitläuftig ausgesprochen haben. Jedenfalls kann von einer aus- 
drücklichen Unrichtigkeit, und sollte sie auch nur scheinbar sein, 
keine Rede sein. Denn dasjenige, was weggelassen wird, ist in 
der Tbat für die Bestimmtheit dessen, um welches es zu thun 
ist, vollkommen einflusslos und gleichgültig; es verschwindet vor 
jenem. Wenn Hegel das nicht hinlänglich begründet findet, eine 
Tbatsacfae , die gegenüber dem , was er (pag. 301 und pag. M2) 
über die Vergleicbbarkeit unendlich kleiner Grössen aussagt, 
doppelt befremdet: so hätte er eine weitere RecbtfettigUBg 
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zu versuchen und zu sehen, was es mit dieser VernachUssigung 
„wegen relativer Kleinheit'' eigentlich auf sich habe. Denn so viel 
Achtung ist man einer Methode, die zu absolut richtigen Resul- 
taten führt , doch wohl schuldig , nicht von vorn herein wegen 
eines anstössigen Ausdruckes sie zu verwerfen; vielmehr ist es 
kaum denkbar, dass sie so schlecht begründet sei, dass es eines 
tieferen Eingehens in die Art ihrer Begründung sich überhaupt 
nicht verlohne. Gleichwohl glaubt Hegel sie mit den beiden 
Schlagwörtern der mathematischen Strenge und der Weglassung 
von Etwas wegen relativer Kleinheit abgethan und mit solcher 
Obertlächlichkeit des Urtheils die Bestimmungen eines Euler oder 
Leibnitz beseitigt haben. 

Sowie nun bei ihm ein einziger Ausdruck hingereicht zu ha- 
ben scheint, das Verdammungsurlheil über eine der schönsten ana- 
tytischen Methoden zu rechtfertigen, so ist es dem vollkommen 
analog, wenn er mit der blossen Einführung einer philosophischen 
Formel sogleich eine analytische Methode wieder aus dem Nichts 
hervorzaubert, welches seine Kritik übrig gelassen hat. Diese Be- 
hauptung dürfte wohl nicht allzu gewagt erscheinen, wenn man 
folgenden Versuch, die besagte anstössige Weglassung in der Sache 
doch noch zu retten, (pag. 315) liest: 

„Es kann die allgemeine Behauptung aufgestellt werden, dass 
die ganze Schwierigkeit des Princips beseitigt sein würde, wenn 
statt des Formalismus, die Bestimmung des Differentials nur in 
die ihm den Namen gebende Aufgabe, den Unterschied überhaupt 
einer Funktion von ihrer Veränderung anzugeben, nachdem ihre 
veränderliche Grösse einen Zuwachs erhalten, zu stellen, die qua- 
litative Bedeutung des Principes angegeben und die Operation 
hiervon abhängig gemacht worden wäre. In diesem Sinne zeigt 
sich das Differential von j:" durch das erste Glied der Reihe, die 
sich durch die Entwickelung von (jc + dx)^ ergiebt, gänzlich er- 
schöpft. Dass die übrigen Glieder nicht berücksichtigt werden, 
kommt so nicht von ihrer relativen Kleinheit her. Indem es sich 
nicht um eine Summe, sondern um ein Verhältniss handelt, se 
ist das Differential vollkommen durch das erste Glied gefunden; 
und, wo es fernerer Glieder, der Differentiale höherer Ordnung, 
bedarf» so liegt in ihrer Bestimmung nicht die Fortsetzung einer 
Reihe als Summe, sondern die Wiederholung eines und desselben 
Verhältnisses, das man allein will, und das somit im ersten GJiede 
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bereits Tollkominen ist. Das Bedurfniss der Form einer Reihe, 
des Sumroirens derselben und was damit zusammenhängt, muss 
dann ganz von jenem Interesse des Verhältnisses gelrennt wei*den/* 

Man kann am Ende nichts dagegen einwenden, wenn man 
die Auslassung von Termen einer I^eihe als dadurch bedingt an- 
sieht, dass der qualilative Sinn des Verhäitnisses, an( welches es 
ankommt, d. h. die unveränderliche iNalur seiner Seitenbestimmt- 
heit, lediglich in den übrig bleibenden Gliedern zum Vorschein 
komme: aber, wenn wir fragen, warum sie nur in diesen Ghe- 
dern sich ausdrucke, so können wir nicht anders als mit Leibnilz 
antworten, dass die übrigen gegen jene re'aliv verschwinden, dass 
sie aus jeder Vergleichueg der letzteren geradezu als in solcher 
sich annullirend herausgehen. Dass nun Hegel die Sache anders 
nimmt, ist schon daraus abzunehmen, weil er sonst gegen Wind- 
mühlen gefoditen haben würde, und zudem Iritt es auch deutlich 
genug hervor, wo er aus der abstrakten Allgemeinheit heraus sich 
in einen concreten Fall hinein begiebt. 

Wir wollen ihm dabei nicht anrechnen, dass er uns den 
Grund verschweigt, warum er, um das DilTerential von Jc^ zu 
bestimmen, zu dem Ausdrucke {a: + dx)^ fortgehe — jedenfalls 
dürfte damit das „Grundübei" in den analytischen Methoden, die 
Kategorien des Incrementes, der Continuität und dergleichen mehr 
sich einstellen. Indem nun, sobald y=x^ gesetzt wird, die Ent- 
wickelung von dy sich, wie folgt: 

^1 1.2 

darstellt, so soll aus der qualitativen Bedeutung des Priucipes der 
Differentialrechnung abgeleitet werden, dass der erste Term nx""* 
dx der Reihe allein in Anspruch genommen werden darf. Nach 
Hegels eigener vorhergehender Auseinandersetzung kann dies Prin- 
cip in nichts anderem gesucht werden als in der Auffassung von 
Verbäitnissen , deren Momente dy uud dx als Quanta aufgehoben 
sind. Demgemäss schliesst er auch, da die Reihe Summe sei, 
so könne das Verhältniss zwischen dy und dx nicht anders zu 
Stande kommen, als indem man die folgenden Glieder der Reihe 
vernachlässige und damit von der Summe, um welche es niclit 
zu thun sei, abstrahire! Wir wollen hier nun nicht weiter urgi- 
ren, dass eine Summe von Verhältnissbegriffen auch noch ein 
Verhältniss ist, und also der Grund zu solcher Abstraktion man* 
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gelt: im Gegentheil liegt in der obigen Gleich«iif ein bdheres 
Verhältniss zwischen dy und dXj nämlich ein Potenzverhällniss, 
während die Gleichung dy = nx^*^^dx nur ein direkte« Verhält- 
niss enthält Aber es ist ein unabweisbares Faktum, dass die 
analytische Entwickelung von dy die unendliche Reihe giebt, und 
wenn auch diese Unendlichkeit wegen der Natur des Oifferentiales 
djc als einer unendlich kleinen Grösse wieder aufgehoben wird — 
dieses letztere ist es ja eben, was Hegel nicht gelten lassen will. 
So bleibt denn die Divergenz zwischen der analytischen Entwicke- 
lung, die nun einmal mehr als den ersten Term giebt, und den 
Forderungen der Logik bestehen, die dieses Mehr nicht daiden 
mögen. Die letzteren geben für Hegel natürlich den Aussehlaf, 
und die Analysis mag zusehen, was sie mit den übrigen Gliedern 
i^nfange. Sie ist gut genug, den einen Term, welchen das logi- 
sche Bedürfniss unumgänglich erheischt, zu liefern und wird 
dann, wie ein unbrauchbares Möbel, zur Seite geschoben. In 
Wahrheit ist es aber diesmal die von Hegel im Namen der Logik 
gestellte Forderung, in welcher eine unbegründete Voraussetzung 
latitirt, nämlich die, dass das Verhältniss zwischen aufgehobenen 
Quantis nur ein direktes sein könne, und dass mithin alle höhe- 
ren Potenzbestimmungen von selbst aus ihm herausgehen. Diese 
Voraussetzung wird von der Analysis streng erwiesen ; Hegel macht 
sie gleichfalls stillschweigend (wenigstens wussten wir nkbt, wei- 
cher vernünftige Sinn sonst in sein Raisomiement hineingelegt 
werden sollte), aber ohne sie vor dem Begriffe gerechtfertigt zu 
haben: vielmehr versucht er es, sie eben gegen die Methode zu 
kehren, welche diese Rechtfertigung giebt. Die Sellwttäusdiuiif, 
welche dem Gerüste solcher Dialektik zu Grunde liegt, ist auf 
der Hand. Hegel hat wahrscheinlich geraeint, in der sachlichen 
üebereinstimmung mit der Analysis eine gewisse Bürgschaft fir 
die Wahrheit seiner logischen Entwickelung zu haben »ad dai>ei 
übersehen, dass dies nicht anders sein kann, wei) sie als latente 
Voraussetzung die ganze Theorie des unendlich Kleinen in sich 
aufgenommen hat, so wenig er auch sonst in diesem Zasammen- 
bange etwas davon wissen will. 

Es ist eine weitere Einwendung gegen die Methode des uä- 
endlich Kleinen, dass die Differentiale wenigstens für einen Augen- 
blick als Ih^fcmente, d.h. endliche Zuwächse, vorgestellt würden 
(pag. 307): 
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„Es ist in dieser Rücksicht vornehmlich Eulers Vorstellung 
anzuführen. Indem er die allgemeine Newton*$che Definition zu 
Grunde legt, dringt er darauf, dass die DifTereBtialrechnung die 
Verbältnisse der Incremente einer Grösse betrachte, dass aber 
die unendliche Differenz als solche ganz als Null zu betrachten 
sei. Wie dies zu verstehen ist, liegt im Vorhergehenden^, die un^ 
endliche Differenz ist Null nur des Quanlums, nicht eine quali- 
tative Null, sondern als Null des Quanlums vielmehr reines Mo* 
ment nur des Verhältnisses. Sie ist nicht ein Unterschied um 
eine Grösse ; aber darum ist es einer Seits überhaupt schief, jene 
Momente, welche unendhci>e kleine Grössen heissen, auch als 
Ineremente oder Decremente und als Differenzen auszusprechen. 
Dieser Bestimmung liegt zu Grunde, dass zu den zuerst vorhan- 
denen Grössen etwas hinzukomme oder davon abgezogen werde, 
eine Subtraktion oder Addition, eine arithmetische äusserlicbe 
Operation vorgehe.** 

Nun ist es aber lediglich eine Fikliou Hegels, dass Euler die 
Differentiale als wirkliche Incremente betrachte. Indem er sie 
ausdrücklich als verschwindende Incremente bezeichnet, welche 
nur im Verhältnisse eine Bedeutung beanspruchen können, so 
liegt darin die Negation von dem Begriffe des Incrementes aus- 
gesproclien , und selbst der Ausdruck ist hier so sehr im Geiste 
der HegeFschen Philosophie, dass seine schiefe Deutung vollkom- 
men unerklärlich erscheint. Allerdings hat der Begriff des Diffe- 
rentiaies eine gewisse Beziehung zu dem Incremente, und diese 
ist es wohl, die Hegel aufgreift und ohne näher in ihre Natur 
einzugehen zu seinem Angriffe benutzt. 

Der genannte grosse Mathematiker hat sicherlich gleich seinen 
Voi^ängern das bestimmte Bewusstsein davon gehabt, dass, so 
gewiss die Analysis i]en objektiven Inhalt ihres Gegenstandes auf 
das strengste zusammenfasst und begreift, sie eben so gewiss der 
Ausdruck dieses Begreifens für uns als die denkenden Subjekte 
sei, nnd dass sie in weiterer Folge hiervon diejenigen Formen 
feststellen müsse, vermöge deren das Bewusstsein sich in die Na- 
tur des mathematischen Objektes hinenibewegt. Demgemäss fiel 
es ihm nicht ein, bei der leeren logischen Abstraktion stehen zu 
bleiben, die, wie gross ihr sonstiges Verdienst sein möge, nie*- 
»als für sich allein sich zu einer concreten Wissenschaft ent- 
wickeln kann, sondern er suchte nach einem, geeigneten Aotusfi- 
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pfungspunkte ^ nach einer solchen Form, welche, indem sie in 
unser Denken hineinfällt, gleichzeitig eben so sehr die Natur der 
in Frage stehenden Begriffshestimmlheit enthält. Diese Forih ist 
nun die Vorstellung des Incrementes dy einer Funktion, welches 
durch die Aenderung der unabhängig Veränderlichen um dx er- 
lialten wrrd. Aber diese Vorstellung soll nur eben eine Brücke 
sein, welche in das Reich des Begriffes uns hinuberzuführcn be- 
stimmt ist, und, sobald diese Ueberfuhrung ihren Zielpunkt er- 
reicht hat, wieder abgebrochen wird. Nämlich indem die Forde- 
rung gestellt wird, die Incremente dx und dy unendlich klein zu 
denken, so wird von einem endlichen Zuwachse sogleich ahslra- 
hirt, und derselbe nach seiner wahren Natur als Quantum als ver- 
schwind<*nd gedacht. Damit hört er aber auch auf als Zusatz zu 
gelten, insofern ein solcher nur als Vermehrung oder Verminde- 
rung einer Grösse um Etwas zu begreifen ist. — Dass <iie Diffe- 
rentiale trotz dieses Verschwindens ihrer quantitativen Bestimmt- 
heit noch ein Verhältniss zu einander bewahren, das kann für 
Hegel kein Grund des Anstosses sein, da er selber dies als in 
dem logischen Begriffe der Sache enthalten ansieht, und, was an- 
betrifft, dass die Analysis weiter durch die Kategorie der Grenze 
die Existenz dieses Verhältnisses dem Bewusstsein ersehliesst, so 
werden wir uns weiter unten über seine Opposition gegen diesen 
Begriff aussprechen. 

Im vollkommensten Gegensatze nun zu Hegel b6haupten wir, 
dass die Vorstellung des Increments, insofern sie als üeberlei- 
tung zu dem Begriffe des Differentials dienen soll, sehr wesent- 
liche Vorzüge hat, wie denn auch keine der Methoden, welche 
in der Entwickelungsgeschichte des höheren Calcüls eine hervor- 
ragende Rolle gespielt haben, faktisch ihrer zu entbehren vermag. 
Denn wenn die Differentiale c/j:* und dy auch nur im Verhältnisse 
zu einander sind, so muss doch eine gewisse Bestimmtheit exi- 
stiren, unter welcher sie die Bedeutung von Verhältnissmomen- 
ten haben. Hegel giebt nun dieses zwar zu und bezeichnet diese 
Bestimmtheit näher als eine qualitative: aber insofern die Quali- 
tät auf dem Gebiete, wo wir uns befinden, aus den quantitativen 
Kategorien überall hervorbricht, so ist über die specifische Na- 
tur dieser Bestimmtheit als einer quahtaliven damit noch gar nichts 
ausgesprochen. Wir haben dieselbe in den früheren Abschnitten 
festzustellen versucht und schliesslich gefunden, dass sie das Ger 
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setz der Continuität {:ur Darstellung bringt, und dass daher dx 
und dy sehr passend als Continuilälsmomente der Funktion 
y=zf(s) bezeichnet werden könnten. Als solche Continuitäts- 
inomente, die sich auf einen bestimmten Punkt (s. y) der Funk- 
tion beziehen, drucken sie eine solche abstrakte, dem Punkte in- 
wohnende Bewegung aus, welche noch nicht über ihn hinaus zum 
Durchbruche gekommen ist, einen Fortgang, der nur als Tendenz 
vorhanden ist, dessen Weite zwar geradezu durch die Null ge- 
messen wird, dessen Intensität aber demungeachtet als reales Ver- 
hältniss zu begreifen gestattet ist. Dieser Forlgang wird analy- 
tisch ganz Yortrefnich durch die Vorstellung der unendlich klei- 
nen Incremente beschrieben, welche ja auch ein Fortschreiten 
von dem einen Zustande der Funktion zu einem anderen invol- 
viren, aber, indem sie als verschwindende die Bestimmtheit bei- 
der Zustande zu einem zusammengehen lassen, die Distanz die- 
set^ Fortschreitens als quantitative Nullen messen. Indem sie aber 
nachweislich eine gewisse Bestimmtheit zu einander bewahren, 
mit und unter welcher sie verschwinden, so ist der Fortgang trotz 
der in ihm liegenden Nullität bestimmt und diese Bestimmtheit, 
insofern sie sich nur auf jenen einen bestimmten Zustand oder 
Punkt der Funktion beziehen kann, in welchem die beiden frü- 
heren zusammenfallen, wird die Natur einer ihm inwohnendeu 
Beziehung bezeichnen, welche als über ihn hinauskommend noch 
nicht vorgestellt ist, d. h. sie wird die Continuität der Funktion 
an dieser Stelle charakterisiren. 

Wenn Hegel das, was er Potcnzverhältniss nennt und auch 
als den Gegenstand der Analysis bezeichnet, einer unbefangenen 
Dialektik unterworfen hätte, so wurde er unschwer diesen Begriff 
als die Einheit von Bestimmungen erkannt haben, die er viel- 
leiclit nicht geradezu mit dem Namen der Continuität und Dis-^ 
cretion bezeichnet hätte, wie denn dieselben auch in Wahrheit 
auf diesem Gebiete höheren Verwirklichungen des Begriffes ange- 
hören, als da wo sie als Momente in die unbestimmte Quantität 
hineingehen; — aber jedenfalls würde er diese Bestimmungen nicht 
als ganz und gar von den letzteren losgelöst bezeichnet haben, 
so dass im höheren Calcül von Continuität und dergleichen gar 
nicht die Rede sein könnte. Hegel hat eine solche Untersuchung 
unterlassen, und so hat seine Kritik die reiche und schöne Welt 
der analytischen Entwickelungen, die er vorfand, zu einer Wüste 
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umgewandelt, in welcher gleich Oasen im Sandmeere nur die 
beiden abstrakten Gedanken des unendlich Kleinen und der aus 
d«m Quantitativen sich hervorthuenden qualitativen Bestimmtheit 
unterschieden werden können. Und doch wie leicht wäre es ge- 
wesen, von diesen beiden Punkten aus die Wüste mit dem gan- 
zen Reichthume von Erscheinungen, die sie vor dem schmückten» 
wieder zu überkleiden! Wie leicht ist es nicht, um nur eines 
auszuführen, in dem Begriffe des Continuitätsmomentes den qua- 
Ktativen Charakter aufzuzeigen, der überall in den Bestimmungen 
des höheren Calcüls sich geltend macht! Nämlich da in ihm die 
Bestimmtheit liegt, mit welcher ein Punkt einer Funktion *) oder 
Cnrve in den nächstfolgenden überzufliessen die Tendenz hat, je- 
doch so, dass dieses Fliessen das andere noch nicht wirklich er- 
reicht: so druckt es unmittelbar ein solches Sein aus, welches die 
Bewegung seiner selbst ist, in welcher es über seine Bestimmt- 
heit nicht hinauskommt. Somit ist es unvermögend seine Be- 
stimmtheit von ihm selber zu repelliren oder abzutrennen und 
bleibt also eins mit seiner Bestimmtheit, d. h. es ist qualitatives 
Sein. 

Hegeln ist die Bedeutung der unendlich kleinen Incremente 
als Continuitätsmomente zu gelten verschlossen gehlieben , weil 
er nicht weiter nach dem suchte, was die analytische Formel 

dy^f(x + ds) — /"(or) 
eigentlich ausdrückt, und sich bloss an die formelle FeststelliUig 
ihres analytischen Charakters hielt. Indem er nun den Euier- 
schen Be^rifiT der unendlich kleinen Incremente kritisirt, verfallt 
er in den bei ihm gerade ganz besonders befremdlichen Fehler, 
die in jenem Begriffe liegenden, zum Theil einander widerspre- 
chenden Bestimmtheiten einzeln für sich durchzunehmen. „Der 
Begriff ist aber mehr als die Angabe seiner wesentlichen Bestimmt- 
heiten,'' und ihre vereinzelte Betrachtung kann nur in die gröb^ 



*) Cime und Funktion sind uns identisch. Daher üüiTte, sowie man von 
einem Pankte einer Curve spricht, aooh wohl ron einem Punkte eintfr 
Fonktion gesprochen werden. Ein Ponkl einer Funktion i*it hiernscb ganz dM« 
scll)e, was ein Verflussakl, ein Verbältnissmoment, ein monienianes VerhöllniAS 
bezeichnet, d. h. die Beziehung zweier specieller zusammen gehöriger Zahl- 
werUie von y und x. Die Wahl dieses Ausdruckes wird ganz besonders ange- 
messen sein, wenn man die Natur des continuirlichen Verliiiifes einer Funktion 
jnschanlich aasdrückeo will. 
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sten Widersprüche hineinfuiiren. Dies isl denn auch richtig ge- 
schehen. In der zuletzt angeführten Stelle, wo er, wie wir wis- 
sen, aus Eulers Bestimmungen es sich herausk'aubt, dass der- 
selbe die Differentiale als endliche Zuwächse ansehe, fahrt er 
(pag. 308) in der Kritik^ von dessen Bestimmungen fort und scheint 
gar nicht zu bemerken, dass sie im ganzlichen Widerspruche mit 
denjenigen stehen^ welche ihm eben erst aufgebürdet wurden: 

„Andererseits fällt die schiefe Seite für sich auf^ wenn ge- 
sagt wird, dass die Incremente für sich Nullen sein, dass nur 
ihre Verhältnisse betrachtet werden. Denn eine Null hat über- 
haupt keine Bestimmtheit mehr/^ 

Der letztere Satz soll denn doch wohl eine Opposition be- 
gründen und zeigen, dass ein Verhältniss zwischen Nullen darum 
nicht denkbar sei, weil die Null als abscflute Bestinimungslosig- 
keit gedacht werden müsse. Nur ist leider eben erst von Euler 
vorausgeschickt, dass die Incremente für sicli, d.h. als ans dem 
Verbältnisse herausgerissen, Nullen seien und darin liegt doch 
wohl, dass sie im Verhältnisse nicht für sich, d. h. als reine, bezie- 
hungslose Nullen, gesetzt sind, sondern als Verhältnissmomente 
eine gewisse (wie wir wissen qualitative) Bedeutung erhalten. He- 
gel selbst bedient sich bei Gelegenheit seiner oben angeführten 
Definition des unendlich Kleinen fast wörtlich derselben Ausdrücke, 
die er hier so scharf tadelt. Aber fast scheint es, als ob er an- 
Dähflne, dass nur einem Philosophen ihr richtiges Verständniss 
erschlossen sei, im Munde eines Mathematikers dagegen ihr rich- 
tiger Gebrauch nicht vorausgesetzt werden dürfe! Oder ist diese 
Vermuthung so ganz aus der Luft gegriffen, wenn er die zuletzt 
berührte Ausführung Eulers in dem Sinne interpretirt, als ob er 
von einem Verhältnisse für sich fixirter Nullen spräche, ohne ein 
Bewus^sein des Widerspruches, dass Nullen, die sich zu ein- 
ander verhalten, eben nicht für sich fixirt sind! Was soll man 
nun weiter sagen, wenn man die unmittelbar nachfolgende Be- 
richtigung liest, die doch wahrlich dem, was sie berichtigen soll, 
nach Abzug der philosophischen Form, wie ein Ei dem anderen 
ähnlich sieht: 

„Diese Vorstellung kommt also zwar bis zum Negativen des 
Quantums und spricht es bestimmt aus, aber sie fasst dies Ne- 
gative nicht zugleich in seiner positiven Bedeutung von qualita- 
tiven QuantitätsbestimmuDgen, die, wenn sie aus dem Verhältnisse 
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gerissen und als Quanta genommen werden wollten, nur Nullen 



wären.'* — 



Derjenige Punkt, welcher noch mit der meisten Aussiebt auf 
Erfolg angegriffen werden könnte, ist offenbar die Denkbarkeit 
eines solchen Verhältnisses zwischen verschwindenden Grössen, 
wie es in dem Differentialquotienten gesetzt sein soll. Der An* 
griff könnte doppelter Natur sein, einmal vom philosophischen 
Standpunkte aus, das anderemal könnte er gegen die analytische 
Methode gerichtet sein, durch welche die Existenz eines solchen 
Verhältnisses nachgewiesen werden soll. Das erste konnte Hegel 
darum nicht, well er gerade die begriffliche Rechtfertigung des- 
selben für sich in Anspruch nimmt, und, indem er das Zweite 
versucht, so hat er sich von vorn herein jedenfalls in eine sehr 
missliche Stellung versetzt, da er die Auktoritat der grössten Ana- 
lytiker auf dem Boden der Analysis zu bekämpfen den Muth hat; 
Die Methode nun, vermöge deren die Analysis sich die Natur des 
gesuchten Verhältnisses erschliesst, ist bekanntlich die Grenz- 
methode und Hegel spricht sich (pag. ^17, 818, 319), wie folgt, 
darüber aus: 

„Was Lagrange von dieser Methode urtheilt, dass sie der 
Leichtigkeit in der Anwendung entbehre und der Ausdruck Grenze 
keine bestimmte Idee darbinte, davon wollen wir das Zvi^eite hier 
aufnehmen und näher sehen, was über ihre analytische Bedeutung 
aufgestellt wird. In der Vorstellung der Grenze liegt nämüeh 
wohl die angegebene wahrhafte Kategorie der qualitativen Ver* 
hältnissbestimmung der veränderhchen Grössen; denn die Formeo, 
die von ihnen auftreten, dx und dy ^ sollen schlechthin nur als 

Momente von -ß- genommen werden und - selbst als ein ein- 

dx ^ dx 

ziges untheiibares Zeichen angesehen werden*). Mit der blossen 



*) Streng genommen sind die beiden lelzlen neben einander geslelllen Be* 

haiiptungen sich widersprechend ; denn darin, dass --7-^ ein nnlheilbares Zeichen, 

eine blosse Marke sein soll, liegl nnmillelbar, dass dy und da; noch nicht als 

dy 
Momente in dem Differentialquotienten .' genommen werden, und umgekehrt, 

wenn dy und dx als gegen einander relativ selbstsldndige Moraenle betrachtet 

dy 
werden sollen, so hört -^ — auf eine notheilbare Marke lix sein, soaiUm der 
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Kategorie der Grenze aber wären wir nicht weiter als mit dem, 
um das es in dieser Anmerkung zu tbun gewesen ist, nämlich 
aufzuzeigen, dass das unendlich Kleine, das in der Differential- 
rechnung als dx und dy vorkommt, nicht bloss den negativen 
leeren Sinn einer nicht endlichen, nicht gegebenen Grösse habe, 
wie wenn man sagt, eine unendiichn Menge, ins Unendliche fort 
und dergleichen, sondern den bestimmten Sinn der qualitativen 
Bestimmtheit des Quantitativen eines Verhältnissmomentes als eines 
solchen: Diese Kategorie hat jedoch so noch kein Yerhältniss zu 
dem, was eine gegebene Funktion ist, und greift für sich nicht 
in die Behandlung einer solchen und in einen Gebrauch, der 
an ihr von jenen Bestimmungen zu machen wäre, ein (?); so 
wurde aueh die Vorstellung der Grenze, zurückgehalten in dieser 
von ihr nachgewiesenen Bestimmtheit, zu nichts fuhren. Aber 
der Ausdruck Grenze enthält es schon selbst, dass sie Grenze 
von Etwas sei, d.h. einen gewissen Werlh ausdrücke, der in der 
Funktion veränderlicher Grössen liegt; und es ist zu sehen, wie 
^ies concrete Benehmen mit ihr beschaffen ist." 

Insoweit können wir , wenn wir von dem , was über die An- 
wendbarkeit der unendlich kleinen Grössen eingeschoben und von 
uns nut einem Fragezeichen versehen ist, abstrahiren, uns im 
Wesentlichen mit der Argumentation einverstanden erklären: aber 
die Prätension in dem Folgenden, dies concrete Benehmen darzu- 
legenr, müssen wir mit aller Entschiedenheit als eine leere zurück- 
weisen. Sie kommt nicht über die rein äusserliche Beschreibung 
des analytischen Verfahrens hinaus und geht nirgends auf die 
reale Bedeutung des Ausdruckes 

dx £^x 

oder sein wahres Verhältniss zu der Natur der Funktion f(a) ein. 
Indem aber der Versuch gemacht wird bei Gelegenheit dieser Be- 
schreibung Inconcequenzen der analytischen Methode aufzuweisen, 
80 müssen wir wohl näher darauf eingehen und bemerken zu 
ihrem leichteren Verständniss nur, dass daselbst für A^ und Aa; 



Bruchstrich hat die gewöhnliche Bedeutung, eine Aufgabe der Division oder der 
Verhältnissrechnung zu involviren. Indessen wir wissen ja aus unserer Dis- 
CQSsion über die Methode des unendlich Kleinen, wie dieser Widerspruch sich 
sehr leicht auflöst, und wollen daher nicht weiter ein Gewicht darauf legen. 
Schwarz's Philosophie der Mathematik. 8 
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respektive i und h eingeführt sind und zudem für f((t + A^)=i 
f(x + h) seine Reibenentwickelung gesetzt ist: 

„Wenn y^f{cö), soll, wenn tf in ^ + ft übergeht, f{x) sich 
in jf(a?)+yA + jfA* +«; A^ + ..4. verändern. Hiermit ist 

Jcrsxph + qh'^^ vh^ + • . . . 

k 

und r = P + jA + «^Ä* + . . . . 

n 

Wena nun k und A verschwinden, so verschwindet die re<^te 

Seite ausser p, welches p nun die Grenze des Verhältnisses der 

beiden Zuwächse sei. Man sieht, dass A als Quantum gleich 

k Ü 

gesetzt wird , aber dass darum -r- nicht zugleich -tt sein, son- 
dern noch ein Verhältniss bleiben soll. Den Vortheil, die Incon- 
sequenz, die hierin liegt, abzulehnen, soll nun die Vorstellung 
der Grenze gewähren; sie soll zugleich nicht das wirkliche Ver- 



hältniss, das = -^ wäre, sondern nur der bestimmte Werth 

sein, dem sich das Verhältniss unendlich, d. h. so nähern könne, 
das3 der Unterschied kleiner als jeder^ gegebene werden könne. 
I)er bestimmte Sinn der Näherung in Rücksicht dessen , was sich 
eigentlich einander nähern soll, wird unten betrachtet werden.-—* 
Dass aber ein quantitativer Unterschied, der die Bestimmung hat, 
Uetner als jeder gegebene sein zu können nicht nur, soodem 
sfin ZH sollen, kein quantitaver Unterschied mehr ist, dies ist für 
eich klar, so evident als irgend etwas in der Mathematik evideiU 

sein kann; danfit ist aber über -~- =-7^- nicht hinausgegangen 

worden." 

Dieses alles ist vollkommen wahr: aber, wie es gegen die 
Theorie der Grenzen etw9s beweisen soll, das geht so selur über 
unser Fassungsvermögen hinaus, dass wir vielmehr mit denseM^n 
Graden ihre Rechtfertigung zu unternehmen uns getrauen. In 
der That die Existenz des Ausdruckes jp als eines solchen, dem 
die Reihe p + i;A+t^A^ + •••• sieh unausgesetzt nähert, d.h. dem 
der Werth der Reihe durch die hinreichend kleine Annahme von 
h so nahe gebracht werden kann, als man immer will, ist ge- 
wiss nicht anzuzweifeln, und, ist das Hegeln auch nicht eingefaliefi* 
TTenn nun derselbe das Raisonnement anstellt, dass ein quantita- 
tiver Unterschied» der kleiner ab jeder gegebene $ein soll, kein 
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quantitativer Unterschied mehr ist, und dies so evident sein soll 

als nur irgend etwas in der Mathematik evident ist — nun gut, 

so ist die ganze Schwierigkeit beseitigt, und das, was wir für 

A=0 erhalten, fällt mit demjenigen zusammen, welchem sich die 

Reihe durch die unausgesetzte Verkleinerung des h mehr und 

mehr nähert, d.h. mit der Grenze p dieser Reihe, und, da für 

j^ 

A=0 ^er Werth -r- der Reihe sich auf die Form -^r- reducirt, 

so haben wir die Identität des Grenzausdruckes mit der analy- 
tischen Formel -jT- nachgewiesen, für welche nunmehr die Bezeich- 

RUDg -—• als reine Marke eingeführt wird. „Es ist also,'* um 

mit Hegel zu reden , „über ~ =» -^r- nicht hinausgegangen wor- 

dx U 

dea/' Aber das ist auch niemals unsere Absicht gewesen: son-« 

dem die Grenzmethode hat nur den Zweck, die reale Bedeutung 

eines Ausdruckes von der Form -jt- oder, wenn man lieber will, 

eines Verhältnisses zwischen verschwindenden Grössen nachzuwei- 
sen *)- 

Wir trollen nunmehr den Schluss der Beweisführung mit- 
theilen, vermöge deren Hegel die Grenzmethode zu beseitigen 



' ■ ■ ' "^ ■■ - ' ■' 



•) Man hat sich vielfach an die Form -tt gestossen. Die Analysis fuhrt 

auf diese «der eine ähnliche Form in Fällen, wo irgend eine ihrer Methoden 
sich unzureichend zeigt eine gewisse Destimmlheit näher festzulegen; sie giebt 
also eine Hindeutung, dass die Notbwendigkeit nach neueren Methoden sich nm- 
zusehen eingetreten sei. Insofern ist es ganz in der Ordnung, dass sie uns an 
der Schwelle des höheren Galcüls in beiden Hauptpartieen entgegentritt. — • 
Eoler hat es durch die Betrachtung des Unterschiedes zwischen arithmetischen 



nftd geometrischen Verhältnissen zu begründen versucht, dass der Ausdruck -j^ 

eine endliehe Bedeutung haben könne, und Hegel nimmt sich die ziemlich wohl- 
feile Mühe das Unzureichende dieses Baisonnements zu zeigen. Vielleicht dürfte 
er besser gelhan haben die wahre Natur des Begriffes, soweit sie darin ent- 
Irafteir ist, näher zu beleuchten. Das geometrische Verhältniss hat nämlich im 
Gegensätze zu dem arithmetischen eine qualitative Bedeutung; es ist so zu 
sagen ein Maassverhältniss. Hierin liegt es, dass die quantitative Bestimmtheit 
aus ihm als eliminirt gedacht werden kann , ohne dass man darum aufhöre die 
ia ikn-geselKe ^palitativ« BoslioNbthett noofi ls»izah6lteo. 

8* 
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meint, und fahren demzufolge in der Anführung der abgebroche- 
nen Stelle fort: 

Wenn dagegen -p =1?, d. i. als ein bestimmtes quantitatives 

Verhältniss angenommen wird , wie dies in der That der Fall ist, 
so kommt umgekehrt die Voraussetzung, welche A = gesetzt 

hat, in Verlegenheit, eine Voraussetzung, durch welche -r- = V 

gefunden wird/' (Warum ist diese Verlegenheit nicht deutlicher 

k 
bezeichnet?) „Giebt man aber zu, dass-T- = (soll wohl heis- 

sen=-j:p) ist, und mit A=:0 wird in der That audi von selbst 

A:=:0, denn der Zusatz k im y findet nur unter der Bedingung 
statt, dass der Zuwachs h ist; so wäre zu sagen, was denn p 
sein solle, welches ein ganz bestimmter quantitativer Werth ist. 
Hierauf giebt sich sogleich die einfache trockene Antwort von 
selbst, dass es ein Coefficient ist und aus welcher Ableitung er 
entsteht, — die auf bestimmte Weise abgeleitete erste Funktion 
einer ursprünglichen Funktion/* 

Hegel hat doch zuletzt mit der Andeutung geschlossen, dass 

der Grenzprozess , indem er uns nicht über- , = — hinaus- 
führe, seines Zweckes gänzlich verfehle» Nun aber ist bekannt, 
dass in Folge des Grenzprozesses die Analysis sich für berechtigt 

hält -j^ =}> anzunehmen, und Hegel scheint ihr demgemäß den 
Vorwurf machen zu wollen, dass sie, während in Wahrheit über 
y^=: -jr- nicht hinausgegangen sei, doch diese Prätension er- 

hebe. Wenigstens wenn er die Gegensätzlichkeit zwischen -5^- 

= —^ und -^^ = p nicht angenommen hätte, wie könnte er 

fortfahren : Wenn dagegen ~- == p u. s. w. ? Dieser Gegensatz 

zwischen den beiden Formen -rr- und p, die vielmehr vollkommen 
identisch sind, ist nun allerdings eine Fiktion Hegels. Indem 
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aber die Analysis einmal des unverzeihlichen Fehlers sich 
schuldig macht, über --p- =: -^ hinauskommen zu wollen , in- 
dem sie =p voraussetzt, so muss dieser logische Irrthum 

natürlich auch innerhalb ihrer eigenen Entwickelung sich als Irr- 
thum manifestiren, und Hegel findet dieses in der Verlegenheit, in 
welcher sich in Folge jener Voraussetzung die Analysis befinde, 

Ar 
weil lediglich aus der Annahme A=0 sich -7- =jP ergebe« Diese 

Verlegenheit ist eine neue Entdeckung Hegels und zudem in 
ein mysteriöses Dunkel gehüllt, da weder er selber sie näher be- 
zeichnet, noch auch uns etwas darüber bekannt ist. Wenn wir 
uns indessen nicht ganz täuschen, so meint er, dasjenige, was er die 

Voraussetzung nennt, dass aus dem Grenzprozesse -r- oder — 

=p folge, sei im Widerspruche mit der analytischen Thatsache, 
dass dies aus der Annahme A=:0 folgt. Wir haben bereits in 
einem verhergehenden Abschnitte nachgewiesen, dass beides sich 
deckt. Aber ohnedem hat uns Hegel selber, wie schon kurz an- 
gedeutet wurde, dieser Mühe überhoben, wenigstens wenn der 
richtige Schluss aus seinen Vordersätzen gezogen wird — etwas, 
was er für seine Person freilich unterlassen hat. Hiernach zeigt 
sich als die eigentliche Bedeutung des Grenzprozesses, dass die 

quantitativen Unterschiede, welche den Werth des Ausdruckes -7- 

nnd das h andererseits respektive von f und trennen, geradezu 
verschwinden, d. h. also dass sich der Grenzprozess in seinem 
Resultate vollständig mit der Annahme A=0 deckt, aus welcher 

k 
sich -T- = P ergiebt. Damit lallt der innere W^^rspruch, wel- 
chen Hegel der Methode der Grenzen aufbürdet, in sein Nichts 
zusammen, und auch die Verlegenheit, in welche die Analysis 
hierdurch versetzt werden soll, ist eine solche, von der sie selber 
wenigstens nicht weiss. 

Wenn nun die Methode der Grenzen das nicht leisten soll, 

was sie zu leisten verspreche, nämlich über -^z=.^—- hinauszu- 
kommen, und Hegel auch selber die Art, wie man darüber hinaus- 
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komme, nicht anzugeben weiss: so bleib! allerdings nichts aiide« 
res übriff, als einfach bei -— =: -7^- stehen zu bleiben und sich 

dx \3 

dabei zu beruhigen, dass dies statthaft sei, weil k gleichzeitig mit 
h verschwindet. Aber damit ist die Frage unerledigt geblieben, 
was denn p für eine Bedeutung habe, und Hegel beantwortet die- 
selbe, indem er von der Form -r^ = -^ abstrahirt, dahin, dass 

dx U 

es ein CoefGcient sei, der irgend wie aus f (x) eine Ableitung 
finde. Diese Antwort, die er selber als einfach und trocken be- 
zeichnet, ist allerdings unbestreitbar richtig: aber sie ist bloss 
die tautologiscbe Wiederholung dessen, was in der Frage liegt, 
und bedarf es keines Aufwandes von Dialektik, am zu diesem Re- 
sullate zu gelangen. Das p tritt uns gleich Anfangs als ein Coef- 
ficient der Entwickelung von fix + h) entgegen, welcher eine ge- 
wisse bestimmte Art der Ableitung aus f (x) hat. Wenn wir also 
weiter fragen, was es sei, so wollen wir etwas mehr über seine 
Natur erfahren und haben auch gerechten Grund zu diesem Ver-^ 
langen, weil es in einen ganz eigenthümlichen Zusammenhang 
hineingeht. Dieser Zusammenhang liegt faktisch vor, weil wir in 

Folge der Annahme ä=0 nun einmal -— = p erhalten. Mag 

man auch zunächst nicht wissen, was diese Gleidiun^ für 
eine Bedeutung habe: so ist darum noch nicht zu schlitssen, dass 
sie überhaupt keine habe, und liegt nur die Aufforderung vor, 
ernstlich nach ihrem Sinne zu forschen. Did Grenzmethode hat 
das Verdienst dies wirklich gethan zu haben, und selbst ^enn 
Hegel ihre Resultate nicht zu billigen vermag, so darf er iHcht 
leichtsinnig über die Schwierigkeit hiß'Weggehen : vieteiebr soUtt 
n;ian gerade von ihm erwarten, dass er dasjenige, was ein- 
mal ist, respek^e, dass er mithin, da wir unwidersprechlich auf 

die Gleichung -^ = p stossen, ihre innere Nattjr erforsche und 

nidit, wie er es wirklich thut, bloss ihre rechte Seite als vor^ 
banden ansieht und die linke gänzlich ignorirt. So wie er die 
Sache anfängt, ist er nun glücklieh in den ersehnten Hafen von 
Lagrange's Derivationsmelhode eingelaufen •— aber der Hafen ist 
erwählt, als ob er auf der Flucht sei und sich der feindsehgen 
Begegnung um jedea Preis entziehe «**- wir müstea anwilefai., ol 
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der Baf^n hif^ngKcbe Sicherheit gewähre oder der Flüditling 
sieb mit der nothwendigen Ruhe und Umsicht bewegen werde. 

Fassen wir nun unser Urtbeil über die Hegeische Anschauungs* 
weise derjenigen Methoden des höheren Calcüls zusammen, wel- 
die insbesondere Newton, Leibnitz, Euler begründet haben: so 
müssen wir dieselbe nach einer doppelten Seite hin als eine auf- 
lösende, destruktive bezeichnen. Einmal hat er die logische Na- 
tur der Beziehung, welche die Differentiale oder, wenn man lie- 
ber will, ihr Yerhältniss zu der gegebenen Funktion hat, in ih- 
rem letzten Grunde nicht erfasst, und ist daher durchaus nicht 
über den mathematischen formalen Begriff des Unendlichen au 
dessen eigentlicher Bedeutung, die er vielmehr negirt, in dem 
Systeme der Wissenschaften hinausgegangen. Auf der anderen 
Seite aber hat er die sämmtlichen Methoden, durch welche die 
Anatysis sich desselben bemächtigt hat , als mangelhaft und un- 
genügend aus ihr zu eliminiren versucht. Was uns also übrig 
Ueibt, ist der nackte Begriff des Unendlichen als eines verschwin- 
denden Verhältnissmomentes. Was dieser Begriff uns nützen soll, 
vergisst er uns zu sagen; wie wir ibn der Analysis zu eigen ma- 
chen, weiss er eben so wenig: was er weiss ist bloss, dass die 
bisherigen Methoden diesem Zwecke keine Genüge leisten. Ihre 
glänzenden Resultate für die Wissenschaft geniren ihn in keiner 
Weise; sie scheinen für ihn nicht die Aufforderung zu enthalten 
. s^ine Kritik mit mehr Sorgfalt anzulegen. Vielmehr er verbleibt 
einfach auf der unnahbaren Höhe des abstrakten Begriffes, der 
sich zu verwirklichen unvermögend ist, und so ist denn auch das, 
was er in der folgenden Anmerkung als den eigentlichen Inhalt 
der Differentialrechnung ausgiebt, ganz und gar ohne Zusammen- 
hang mit demselben Begriffe des unendlich Kleinen, welchen er 
sonst als einen wahrhaft philosophischen Gedanken preist. 

8. 
Das lie»tlmiii|e Imtosral. 

1) Oer allgemeine Begriff des bestimmten Integrales. 

Nachdem wir die älteren Methoden, welche zur Begründung 
des Differentialcalcüls ersonnen worden sind, einer Kritik unter- 
worfen und ihre logische Bedeutung festgestellt haben, so liegt 
es was ob noch einen Schritt weiter zu gehen und die Integral- 
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rechnung einer ähnlichen Discussion zu 'unterwerfen,. Dieselbe 
wird sich unmittelbar an die vorhergehenden Entwickelungen an- 
schliessen und wird uns als die nächste Stufe des dialektischen 
Fortganges das bestimmte Integral erkennen lassen, als zu wel- 
chem wir über den Begriff des DifTerentiales hinausgetrieben werden. 
Fassen wir noch einmal die Resultate der vorhergehenden 
Untersuchung zusammen, so liegt das grosse wissenschaftliche In- 
teresse, welches sie erwecken, wesentlich darin, dass sie in das 
innere Gewebe der Funktionen oder Curven, die ja beide eine 
und dieselbe Begriffsbeslimmtbeit enthalten,^ einen Einblick ge- 
währen, dass sie vermöge der analytischen Formel die einzelnen 
Bildungsmomente, aus denen sie sich zusammensetzen, zu erfas- 
sen erlauben. Das Verhältniss zwischen den Differentialen der 
beiden Veränderlichen hat die Bedeutung, ein solches für sich 
fixirtes Bildungsmoment zu bestimmen, welches auf diesen spe- 
ciellen Punkt der Funktion sich bezieht, und dieses zwar in dem 
Sinne, dass es die Natur des continuirlichen Fortschreitens über 
den Punkt hinaus festlegt. Es ist aber wohl zu bemerken, dass 
wenn derselbe auf diese Art auch als im Zusammenhange mit den 
übrigen festgehalten wird, doch dieser Zusammenhang noch kein 
wirklicher, sondern nur der Möglichkeit nach vorhanden ist; das 
andere, mit welchem der Zusammenhang statt hat, ist vermöge 
der Methode, welche uns die Differentiale liefert, ausdrücklich 
eliminirt, und so in dem speciellen Punkte oder Momente nur 
die unbestimmte Tendenz über sich hinaus zu gehen geblieben, 
ohne dass solche noch als reale Bewegung gesetzt wäre. Was 
wir hiermit haben, ist die Bestimmtheit der Punktualität als in 
die arithmetische Formel hineinversetzt, oder auch des arithme- 
tischen Eins als zum punktuellen Zahlelemente herabgebracht. 
Diese Bestimpitheit kann keinen quantitativen Charakter mehr ha- 
ben, da sie ebenjiür an reinen Nullen oder Punktualitäten, d. h. 
quantitativ Bestimmaagslosen gesetzt ist: sie ist wesentlich qua- 
litativ als der Ausdruck des Gesetzes, welches den stetigen Fluss 
der Curve oder die Aufeinanderfolge von speciellen Werthen der 
Funktion beherrscht. Darum stellt sich jedes Differential einer 
Grösse auch analytisch unter die Form eines Verhältnissmomentes 
als eines solchen, aus welchem alle Quantitätsbestimmungen her- 
ausgegangen sind. Nun wissen wir freilich, dass es, als aus dem 
Boden quantitativer Bestimmtheit hervorgewachsen, nothwendig 
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rgend einen Nexus mit derselben bewahren muss: aber dieser 
Nexus ist zunächst nur als negativer Prozess vorbanden, als das 
Abstrahiren von dem Quantitativen, und was im Grunde allein 
übrig bleibt ist das Qualitative, wie es an diesem bestimmten 
Orte der Curven- Funktion, d. h. an einem für sich wesentlich 
bestimmungslosen Quantum, als bestimmende in dem Quantum 
verschlossene Macht auftritt. Nun aber stösst sich schon das 
gewöhqliche Bewusstsein nicht daran, dass jedes Raumgebilde 
letztlich auf das punktuelle Sein sich zurückführe, trotzdem dass 
der Punkt das absolut Ausdehnungslose ist; — gleicherweise ist 
das Endresultat der logischen Betrachtung, dass die qualitative 
Bestimmtheit ihre Veränderlichkeit und scharfe Geschiedenheit von 
aller übrigen qualitativen Bestimmtheit nicht zu behaupten vermag, 
sondern letztlich als unendliches Fürsichsein oder als Eins in eine 
solche umschlägt, welche in dem Anderen nicht mehr ein Ver- 
schiedenes, sondern ein Identisches sich gegenüber bat, welche 
durch ihre Bewegung in das Andere hinein nicht sich selbst ver* 
liert, sondern gegen ihre eigene Veränderung sich gleichgültig 
verhält. 

Wenn wir also die qualitative Beziehung, welche in dem 
Differentiale oder Elemente einer Funktion sich darstellt, trotzdem 
dass es für sich als Quantum verschwindet, vermöge der analy*- 
tischen Methode als in die quantitative Bestimmtheit hinein sich 
umsetzend oder eintretend zu fixiren versuchen, so sind wir eben- 
sosehr mit den Thatsachen der Anschauung und des gewöhnlichen 
Bewusstseins, als mit den Forderungen und Principien der Logik 
im Einklänge. Vielmehr da wir jene aus einem continuirlichen 
Flusse heraus erhalten haben, so ist ihre Umsetzung schon um 
desswillen nothwendig, weil sie uns auf den Boden der Wirklich- 
keit, über welchen wir uns durch den vorhergehenden Akt der 
Abstraktion erhoben hatten, wieder zurückführt, weil die zersetzende 
Thäti^keit des Geistes, durch welche das quantitative Sein in seine 
ersten unmessbaren oder verschwindenden Urtheilchen *) aufgelöst 
wurde, nunmehr erst wahrhaft die Bedeutung gewinnt, die Prin- 
cipien festgestellt zu haben, vermöge deren wir dasjenige, was in 

*) Indem das tiefere Verständniss dieser BeslimmuDgen in der letzten Hälfte 
dieses Abschnittes sich noch mehr erschliessen wird, so ist nur das Allgemein- 
ste angedeatet, welches für die nachfolgende analytische Entwickeluog des be- 
•timmten Integrales unumgänglich schien. 
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objektiver Fülle uns äasserlich entgegentritt^ gleichsam aus seinem' 
Begriffe heraus von Neuem schaffen. 

Verfolgen wir den Gang, welchen die Analysis zu diesem 
Behufe eingeschlagen hat, so scheint er fürs Erste ausserordent- 
lich einfach und weiter nichts als die unmittelbare Umsetzung des 
Ganges, welchen die logische Untersuchung fordert, in die Sprache 
der Analysis zu sein. 

Das Differential ist die punktuelle Bestimmtheit, welche in 
diesem speciellen Zusammenhange der Funktion oder Curve auf> 
tritt, und die Analysis hat es, um der Vorstellung einen Anhalt 
zu geben, als einen unendlich kleinen Zuwachs zu definiren für 
angemessen erachtet. Nun setzt sich sowohl die Curve, als auch 
die Funktion aus diesen unendlich kleinen Zuwächsen oder punk- 
tuellen Bestimmtheiten *) dergestalt zusammen, dass wir im ersten 
Falle in einem ununterbrochenen Flusse und im zweiten in einer 
continuirKchen Aufeinanderfolge, d. h. beidemal nach unendlich 
kleinen Distanzen fortschreiten. Die Formel der Zusammensetzung 
eines Fortschrittes bis zu einem endlichen Werthe der Curven- 
Funktion hin wird also zufolge der Natur des Begriffes eine Sum- 
menformel sein und näher wegen des verschwimmenden, punk- 
tuellen Charakters der Summanden eine Summenformel mit un- 
endlicher Gliederzahl. 

Um die Begriffe zu fixiren nehmen wir an^ dass der Diffe- 
rentialquotient irgend einer gegebenen Funktion F(^jr) nach x 
genommen gleich f(a:) sei, so folgt 



*) Vielleicht mag diese ßebauplang manchem hart erscbeiuen. Aber es i$t 
nun einmal nicht abzustreiten^ dass sowohl Curve als Funktion in jedem Üfo- 
mente ihres Verlaufes als solche pun^ktueile Bestimmtheiten thatsäcblicb sieb 
darsteileo: eine Curve kann nicht anders gefasst v^erden, denn al^s in jedam 
AugenbJicke durch einet specicUea Punibl reppüscntirt , und auch eirne Fi^üfetMii 
ist lediglich eine derarti^ii Folge von speciellen zusammengehörigen Werlben. der 
Veränderlichen, dass ihre jedesmalige specielle ßestimmtheit durchaus nicht an- 
dauert, sondern sogleich, und wenn man auch um eine noch so kleine Grösse 
über dies Speciaiverhäitniss hinausgeht^ sich in eilie andere umsetzt. Wenn 
nan dieses nun einräumt »— und wir wüssten nicht, wie man sich dem eol- 
ziehen sollte, — so muss man Ernst mit diesem Zugeständniss maefaen und 
mithin den Schluss ziehen, dass die Totalität jener Speeialhestimmtbeiten die 
Curve oder Funktion ausmache, und dies Ausmachen ist hier auf dem Gebiete 
der änsserlichen, quantitativen Bestimmtheit nur als das Verbältniss der Zusam- 
mensetzung denkbar. 
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^^=fiw) oder dF(x) =: f(,s)dx. 

Wir setzen noch fest, dass wir die Betrachtung nur zwischen 
solchen Grenzen des x Tornehmen, innerhalb deren die Funktion 
fiai) stetig und endlich bleibt — nämlich die entgegengesetzte 
Annahme kann für unseren Zweck die Grundprincipien des höhe-^ 
ren Caleuls in möglichster Kürze zusammenzufassen füglich unbe- 
achtet bleiben« Zugleich bemerken [wir, dass die nachfolgende 
SteUe unmittelbar Moignos Integralrechnung entnommen ist) und 
dass wir auch weiter unten soviel als thonlich dem Ideengange ^dieses 
TorzügHchen Werkes gefolgt sind. 

Nun ist doch das Differential f(x)dx einer stetigen Funktion 
F{x)y wenn es stetig und unendlich klein ist, dem Zuwachse die- 
ser Funktion gleich, wenn die unabhängig Veränderliche x einen 
unendlich kleinen Zuwachs dx bekommt. Demzufolge, wenn man 
die Summe der unendlich kleinen Werthe bildet, welche dieses 
Differential annimmt, wenn man x stetig, d. h. nach unendlich 
kleinen Incrementen; von einem endlichen und reellen Werthe Xq 
zu eiaem anderen ebenfalls endlichen und reellen Werthe X über- 
gehen lässt: so muss m^n nothwendig die Summe der Zuwächse 
erbalten, welche die Funktion F(s) annimmt, indem sie von dem 
Werthe f»a?o) zu dem Werthe F\X) übergeht, und muss also die 
Summe dem Gesammtzuwachse F(X) — F(Xq^ gleich sein. Man 
erhält also bis auf eine Constante — Fix^) den Werth der Funk«« 
tion F(x)^ welcher irgend einem reellen Werthe X von x ent- 
spricht, wenn man die Summe der unendlich kleinen Werthe des 
Differentials f{x)dx bildet, während x von x^ zu X übergeht. — 
Indem man die angedeutete Forderung, Aslq f{x)dx alle möglichen 
Werthe innerhalb des Intervalles von x^sx^ bis zu a:=:X durchs 
laufen zu lassen und diese Werthe zusammen zu nehmen durch 
den vorgesetzten Anfangsbuchstaben S des Wortes ^^Summe^ htf^ 
zeichnet, dem man nach oben und unten die beiden Grenzwerthe 
des Intervalles beifügt, so erbalten wir die bekannte Fundaaien- 
taUormel 

F(J)-Fix,)=. / (fCx)dx 



Xq 



und bd)en rechts zu lesen: das bestimmte Integral von f(x)dSß 
swiaehen den Grenzen x:ssxq und x^X genommen. 
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Zugleich erhellt ohne Weiteres, warum wir die beiden obigen 
beschränkenden Verfügungen über die Natur der Fnnktion /"(or) 
getroffen haben. Sie darf für keinen Werth des x innerhalb des 
in Rede stehenden IntervaUes unendlich werden, weil, sobald das 
eintreten sollte, das Differential /(a?)d[a?(=^. 0=^.0=^) nicht 
nothwendig eine unendlich kleine Grösse wäre, und demzufolge das 
allmählige punktuelle Fortschreiten im Verlaufe der Summenreihe 
gestört sein könnte. Es würde dem ein Ueberspringen von einem 
gewissen Punkte der Funktion F(x) zu dem nächstfolgenden ent* 
sprechen, und also von einem continuirlichen Zusammenfliessen 
dieser beiden Punkte keine Rede mehr sein. Vielmehr bei der 
gänzlichen Unbestimmtheit des Zusammenhanges zwischen zwei 
solchen Punkten wird man sich denselben beliebig vermittelt den- 
ken dürfen, und daher der Werth des Integrals im Allgemeinen 
unbestimmt ausfallen. Ganz analoge Schlüsse gelten, wenn die 
Funktion f(x) an irgend einer Stelle discontinuirlich werden sollte, 
d. h. bei einem gewissen Werthe von x nach sprungweis ausein- 
ander stehenden Werthen fortgeht, und thuen gleichfalls die Noth- 
wendigkeit dar, einen solchen Fall besonders zu betrachten. 

Die vorhergehende Entwickelung zeigt augenscheinlich die 
Wahrheit der Behauptung, dass das bestimmte Integral lediglich 
die analytische Umsetzung der Anforderungen enthält, die sich 
aus der logischen Betrachtung her ergeben, und damit ist seine 
metaphysische Berechtigung eigentlich schon dargethan. Aber 
die Logik führt nach Hegels treffendem Ausdrucke nur in das 
Reich der Schatten ein, in die farblose Welt der Schemen. Die 
Analysis hat die Beseelung des Schattenrisses, der uns aus jener 
überkommt, zu übernehmen: sie hat seine Leere mit einem leben- 
digen concreten Inhalte zu erfüllen und diesen Inhalt gleichzeitig 
in eine solche Form zu kleiden, welche ihm in die Bewegung 
unseres Denkens hineinzugehen verstattet. 

Beginnen wir um der grösseren Anschaulichkeit willen mit 
einer geometrischen Betrachtung und nehmen irgend einen Cur- 
venzug an, dessen Bestimmtheit in der Gleichung yssf(x) gege- 
ben sei. Seien ferner zwei senkrechte Ordinaten j/q und Y ge- 
zogen, welche den Werthen Xq und X der Abscisse entsprechen 
mögen, und die Aufgabe vorgelegt die Fläche zu berechnen, welche 
zwischen der Curve, den beiden Ordinaten und der Abscissen- 
axe liegt. Um zunächst das Element oder Differential dieser 
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Fläche zu eiiialten, haben wir zu beachten, dass eine Fläche der 
bezeichneten Art zwischen zwei unendlich nahen Punkten der 
Gurve die Tendenz hat, mehr und mehr mit dem Rechteck zu« 
sammenzufalien , welches aus der Ordinate y des als ersten fest- 
gehaltenen Punktes und der unendlich kleinen Distanz dx sich 
zusammensetzt, oder vielmehr geradezu mit der Ordinate y selber, 
indem die Dimension der Breite des Rechteckes, als von dx ab- 
hängig, im Verschwinden begriffen ist: das gesuchte Differential 

ist also 

ydx = f{x)dx 

und die gesammte Fläche setzt sich nun offenbar aus den unend- 
lich vielen verschiedenen Werthen zusammen , welche das Diffe- 
rential f(x)dx innerhalb des Intervalles x = XQhis x^=X durchläuft, 
oder, wenn man will, sie ist die Summe der mit den bezüglichen 
unendlich vielen Ordinalen in Eins zusammenfliessenden unendlich 
kleinen Rechtecke zwischen den genannten Grenzen. Sie hat also, 

indem wir uns des Zeichens / in dem oben angegebenen Sinne 



'ß 



bedienen, zu ihrem Ausdrucke 

X 

f(x)dx. 



f 



Nun aber ist für sich evident, dass wenn wir irgend einen 
beliebigen Punkt (^qXq) der Gurve als festen Anfangspunkt neh- 
men, von welchem aus wir die Fläche rechnen, die Fläche mit 
der Abscisse x des Endpunktes zugleich ihren Werth ändert oder 
für jedes bestimmte x einen gleichfalls bestimmten Werth erhält: 
mithin ist sie eine Funktion von a?, welche wir mit F(x) bezeich- 
nen wollen, und ihr Werth innerhalb des in Rede stehenden In- 
tervalls ist offenbar die Differenz zwischen den beiden a:=:rro und 
a?=X entsprechenden Werthen derselben, d. h. F{X) — F(xQ)m 
Wir erhalten durch Gleichsetzung dieses Werthes mit dem obigen 
für dieselbe Fläche gefundenen Ausdruck 



r 



'X 
FiX)—F^Xo) = / f(x)dx 



«0 

und somit ist die Realität eines endlichen Ausdrucks nachgewie- 
sen, welcher der Integralreihe rechts mit unendlich vielen und 
unendlich kleinen Gliedern gleich ist. 
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Um diese Realität nidit bloss durch dit analytische Umschrei- 
bung dessen, was thatsächlich mit einem geg^enen continuirlichen 
Cfirvenzuge yorliegt, sondern auch durch die rein analytische Me- 
thode zu erweisen, wollen wir auf die arithmetische Zusammen- 
setzung des bestimmten Integrales näher eingehen, aber gleichzeitig 
seine bestimmte geometrische Bedeutung nicht aus den Augen 
verlieren« Vielmehr soll uns dieselbe wie eine Brücke zu dem 
Erfassen dieser Zusammensetzung überleiten, welche wir dann 
unabhängig von dem Wege, auf welchem wir sie erhalten haben, 
einer gesonderten Discqssion unterwerfen. 

Wenn wir die Fläche der Curve y=f(x) zwischen den bei-- 
den Abscissen cOq und X (in der Figur des 6ten Abschnittes würde 
ABCL eine solche Fläche darstellen) annäherend berechnen wollen, 
60 ist wohl der einfachste Weg, auf welchen jeder in der Regel 
von selber verfällt, das Gesammt- Flächenstück als die Summe 
von einer Menge kleiner Flächcnstücke zu denken, welche wir 
durch die Eiutheilung des Inlervalles (yiÄ=:) X — j*q in sehr kleine 
Intervalle und durch die Construktion der den einzelnen Theilungs- 
punkten entsprechenden Ordinaten erhalten, und nun diese kleinen 
Flächenstücke geradezu als Rechtecke zu betrachten, indem für 
eine sehr kleine Distanz auf der Axe der x der bezügliche Bogen 
der Curve als eine der Axe der x parallele Gerade zwar nicht mit 
strenger Richtigkeit, aber doch ohne Befürchtung eines bedeuten- 
den Fehlers betrachtet werden kann. Natürlich setzt dieses ^ie 
Continuität der Funktion f^x) voraus, weil nur unter dieser Vor- 
aussetzung die Intervalle, in welche man das Intervall J — x^ 
eintheilt, so klein gemacht werden können, dass die bezüglichen 
Flacheustücke mehr und mehr die Gestalt von Rechtecken an- 
nehmen. 

Seien also die Theilungspunkte des Intervalles vermöge der 
Abscissen aP|,r2,dp8f.^»~i festgelegt, so entsprechen die Flächen- 
stücke oder, w«nn man lieber will, die kleinen Streifen, in welche 
wir uns unsere Gesammtflache zerlegt haben, respektive den klei- 
nen Intervallen 

Xi'—X^yXf, — Xf , a?j — iCj . . . . X — ^n— 1 

und die Summe der oben charakterisirten Rechtecke, welche der 
ganzen Fläche ziemlich nahe kommt, wird durch den Ausdruck 
(xg—x^)f{Xo)+(x^—Xi)f(Xi )+(a?3— a?2)/'(Xj)+,..+ (X— ar^i)/(a:„.i) 
dargestellt. Die Gliederzahl dieser Reihe ist endlich, nämlich 
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gleich n, und da ihre sämofttlicken Glieder ebeafalls als endlich 
Yorausgesetzt werden (nämlich in Folge der Annahm«, dass die 
Funktion f(x) zwischen x^=Xq und x=Z endlich bleibt), so muss 
auch ihre Summe eine endliche Grösse sein. Die wirkliche Aus- 
führung der Summation ist aber im Allgemeinen mit der grössten 
Schwierigkeit verknüpft. Doch können wir wenigstens eine und 
zwar äusserst wichtige Eigenschaft des Summenausdruckes ange- 
ben , nämlich dass er auf jeden Fall von der Form 

{X^x^)f{x^+HX-x^)) 
ki, wo 9- irgend einen ganz bestimmten, aber sonst nicht weitet 
bekannten Zahlenwerth zwischen und 1 bezeichnet. Der Aus- 
druck fixQ+d'iX — a?j,)) wird hier einen gewissen Mittelwerth 
zwischen den Specialwerthen /*(^o)' A^i ^ /T^j)» • • • • / (^«— i bezeich- 
nen, d. h. er muss grösser als der kleinste und kleiner als der 
grdsste unter letzteren sein; er wird näher einer gewissen Ordi- 
nate d«r Curve angehören, welche einem zwischen a; = a;o und 
X = X liegenden Werihe x^-\-d'(X — x^) der Abscisse entspricht 
und mithin jedenfalls in dem Intervalle X — x^ enthalten ist. 
Oaas ^ese Ordinate wirklicli und zwar irgendwo zwischen den 
erwähnten Grenzen existirt, das ist unschwer einzusehen. Offen- 
bar nämlich muss unter den Werlhen A^iXA^a)» /(^s)f -i/t^-ni) 
einer der grösste und einer der kleinste sein, und da der Ueber- 
gang von dem einen dieser Ordinatenwerthe zu dem andern stetig, 
d« h. unter Durchlaufung aller Zwischenstufen geschieht, so muss 
immer in dem Prozesse dieses Ueberganges irgend einmal eine 
solohe Zwischenstufe vorkommen, welche die Bestimmtheit unseres 
Hiitelwerthes enthält. 

Um nun den Beweis für die erwähnte Eigenschaft unserer 
Summen zu führen, erinnern wir an ein bekanntes Theorem der 
Arithmetik: „Wenn a, «', a", a"*, .... Grössen von einerlei 
Vorzeichen sind, so ist die Summe «a+aV+a''a" +«'"«'"+.... 
gleich dem Produkte aus der Summe « + «' + a" + «'"+ ..., 
und einer Mittelgrösse zwischen den CoefGcienten a, a\ a*\ 
a'**^ ** Dieses Theorem lässt sich unmittelber auf die vor- 
liegende Siimmenreihe anwenden, weil die Werthe der unabhängig 
Veränderlichen 

eine entweder beständig aufsteigende oder beständig fallende Reib^ 
bilden, und darum die Distanzen oder Differenzen 



— — — — ^ — — — 
iständig aufsteigende oder bestä 
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•^1 """ «J^o * *^a *^i » "^3 """ ^2 > • • • • A ""— •* n— 1 

in beiden Fällen Grössen von gleichem Vorzeichen sind. Die 
Summe dieser sämmtlichen Differenzen ist nun offenbar dem gan- 
zen Intervalle X — a?o gleich, und da der fragliche Mittelwerth 
aus den angedeuteten Gründen die Form f{xQ+d'(X. — Xq)) hat, 
so folgt nun unmittelbar die Gleichung 

(X— a?o)/(a?o+^(X — a?o)) = (.s, — x^)f(x^) + (s^—x^)fix,) + 

(•^8 — ^i) fi^i) + ....+ (X — j:„^i) /(jr„_i), 
deren Sinn nur dahin ausgesprochen werden darf, dass unter 
allen Umständen ein bestimmter zwischen und 1 liegender Zahl- 
werth von & existirt, für welchen der Ausdruck (X — ^o)f{XQ + 
d-iX — Xq)) der Summe der Reihe rechts gleich wird, mag die 
Anzahl ihrer Glieder, d.h. die Zahl n, auch noch so gross sein. 

Der Werth der Summe hängt im Allgemeinen von der Anzahl 
n und den Werthen der Elemente arj — ocq , x^ — x^ , . . . X — a?»_i, 
d. h. von der gewählten Eintheilungsart des Intervalles X — x^ 
ab. Aber die Analysis führt den strengen Nachweis, dass, wenn 
die Zahlwerthe dieser Elemente sehr klein und folgeweise ihre 
Anzahl sehr gross werde, die Eintheilungsart des genannten In- 
tervalles keinen merklichen Eintluss mehr hat: dass wir mithin 
durch die fortwährende Verkleinerung der Elemente und die da* 
mit verknüpfte Vergrösserung ihrer Anzahl mehr und mehr einer 
festen Grenze entgegen eilen, der man so näher kommen kann, 
als nur irgend verlangt wird, wenn man in diesem Prozesse an- 
ders weit genug fortschreitet. Diese feste Grenze können wir in 
Consequenz der früher eingeführten Bezeiehnungsart wie folgt 
andeuten : 

lim jCa^i — a?o) fQc^ )-\'{x2—x^)f{xy)+ + (X — a?„_i) /(rr«_i)| 

und sie muss im Uebrigen eben so gut wie die Summe der end- 
lichen Reihe ein Ausdruck von der Form 

(X-Xo)f{x^ + ^{X^x^)) 

bleiben müssen. Denn diese Form trifft zu für jedes endliche n, 
wie gross es immer auch angenommen werde, und erfährt dem- 
zufolge keine Veränderung während des Prozesses , in welchem n 
bis ins Unendliche hinein wächst. Sehen wir nun zu, was aus 
dem Ausdrucke unter dem Grenzzeichen für den Fall eines un- 
endlich grossen n wird, so werden os^ und x^, x% und x^ .\..\ 
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X und Xji^i um unendlich ideine Quantitäten von einander ver- 
schiedene Zahlcnwerlhe sein und also die Distanzen 

a?t — ^0 ' ^2 — ^1 ' ^3 — ^J » ^ — ^»-1 

die unendlich kleinen Incremente dx^, dx^, dx^y .... dxn^x vor- 
stellen, um welche wir respektive x^, x^, a:a, ... x„_i zunehmen 
lassen. Die Reihe geht also, da in der Bezeichnung durch Diffe- 
rentiale der Grenzprozess mit inbegrilTen und das Grenzzeichen 
überflüssig ist, in die folgende über: 

^JäTo / (a?o ) + ^^1 / (^1 ) + <^2 / ( ^2 ) + • • • . 
und man übersieht nun sogleich, wie sie nichts anders als die 
Zusammennehmung aller nur möglichen Specialwerthc ausdrückt, 
welche das Differential dxfix) walircnd seines Hindurchlaufens 
durch das Intervall von x = x^ bis zu a;=X annimmt. Sie ist 

also identisch mit dem^ was wir das bestimmte Integral / f(x) dx 



*0 



genannt haben, und indem wir noch an die Stelle des unbestimm- 
ten Werthes X der unabhängig Variabein wegen der in dieser 
seiner Unbestimmtheit liegenden Veränderlichkeit geradezu x tre- 
ten lassen , so erhalten wir die Fundamentalformeln : 

=2 (a? — Xo) /■ (a^o + ^' (a? — iPo) ) 

in denen die Theorie desselben erhalten ist. Hiermit ist gezeigt, 
dass stets ein endlicher Ausdruck exislirt, welcher die Summe 
unserer Integralreihe mit unendlich vielen und unendlich kleinen 
Gliedern ist. Diese Summe hängt, wie wir sehen, von den bei- 
den Elementen x und x^ ab und kann daher, indem wir x^ als 
eine Conslante betrachten , offenbar gleich f(x) + Comt, gesetzt 
werden, wo der constante Zusatz lediglich von x^ abhängig sein 
wird: wir erhallen dadurch 

F{x) + Comt = (a? — a?o)/'(iro + '*(^— ^»)) 
und mithin, wenn wir a? = Xg setzen, da die rechte Seite sich 
alsdann annullirt: 

f (a?g) + Con%l = 0, also Contt = — F {m^. 
Der Ausdruck ^(0?) + Consr, dem unser Integral gleiehgesetst 

Schwart*s Philosophie der Mathematik. 9 
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werden dürfte, gehl mithin über in F(x) — F(xq) und es folgt 
noch 



XQ 



f{x)dx =r F{x) — F{x^). 

Wenn wir nun die Funktion F{x) mit dem Namen der Inte- 
gralfunktion bezeichnen, so dürfen wir von ihr aussagen, dass 
ihr Zusammenhang mit der Funktion f^x) unter dem Integralzei- 
chen durch die Differentialgleichung 

dF{x)':=^f{x)dx 
gegeben sei. Dieses folgt ganz einfach aus der geometrischen 
Bedeutung, welche der Integralwerth F[x) — F{x^) hat, nämlich 
der Ausdruck für das Flächenstück zu sein, welches von der durch 
die Gleichung yz=f(s) charakterisirten Curve, der Abscissenaxe 
und den beiden auf die Abscissen x und Xq bezüglichen Ordina- 
len begrenzt wird. Das DifTerenlial dieser Fläche ist, wie wir ge- 
sehen haben, ydx oder f{x)ds und es folgt mithin 

d \F{x)—F{xM — f{x)dx 

oder, da ein in Bezug auf die Variabein a?, nach welcher wir dif- 
fereutiiren, conslanter Zusatz, wie F^x^), durch die DifTerenlialion 
verschwindet 

dF{x) = f{x)dx, 
' welches die Gleichung ist, um welche es uns zu Ihun war. Ein 
rein analytischer Beweis derselben ist in Moigno& Vorlesungen 
über die Integralrechnung §. 7. gegeben. 

Aus dieser letzten Erörterung geht hervor, dass der Grenz- 
ausdruck 

* 

lim I (Xi—XQ)f(xi) + (x^ — x^) f(Xi')f,..-\-(x—Xn^i) f{x^\) I 

dem bestimmten Integrale in jeder Beziehung gleichgeitend ist. 
Denn dlisselbe ergab sich aus der Relation 

dF{x) =: f{x)dx 
und auch der Ausdruck , der sich aus jener Grenzbestimmuog 
ergiebt , hat zu seinem Differentiale die Formel f{x)dx. Wir 
werden diese Identität nun überall im Folgenden als eine erwie- 
sene voraussetzen. 

Wir haben die Form der Reihe 
deren Grenzwerüi '^ör unendlich wachsende n das bestimmte Inte- 
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gral giebt« oben vermöge Zuziehung geometrischer Anschauungen 
deducirt. Indessen fallt es nicht schwer, sie aucli vermöge der 
rein analytischen Methode zu erhalten, und wir glauben diese 
Entwickelung nicht weglassen, zu dürfen. Denn est ist jedenfalls 
für die Begründung der analytischen Fundamentalbegrifi'e mit vol- 
lem Rechte die Forderung zu stellen, dass die Identität zwischen 
Geometrie und Arithmetik, welche in der Analysis sich verwirk- 
licht, so bestimmt als möglich hervortrete , und demgemäss der 
Fortschritt der Methode gleichmässig von beiden Disciplinen aus 
sich bewerkstellige» Sei also wieder 

dF(x) =5 dxf(x) 

und das Intervall x — Xq in die unendlich keinen Intervalle 

zerlegt. Die Relation dF(x) = Uxf{x) ist für jeden Werth der 
Veränderlichen x gültig: denn wenn wir sie herleiten, so wird x 
zwar als ein specieller, aber sonst willkührlicher Zahlwerth ange- 
Bommen« Nun war, indem wir uns auf das Methodische der 
Herleitung einliessen, unsere Absicht, den Verlauf der Funktion 
wenigstens innerhalb eines bestimmten Intervalles genau kennen 
zu lernen, und da wir das Gesetz gefunden haben, vermöge 
dessen sich dasselbe für ein wilikührliches Specialverhällniss be- 
stimmt: so müssen wir consequent dies Gesetz sieh als in 
der ganzen Reihe von momentanen Verhältnissen der Funktion 
verwirklichend setzen, und dies giebt uns die Gleichungen: 

dFixo) =: dx^ /(j-o) 
dF{x^) = dxi f{xi) 
dF{x2) = da?2 f(x2) 



d F{Xn-^y)^dXn^\f{Xn-^\) 

Nun sind die genannten unendlich kleinen Intervalle x^ — a?e» 
a?2 — ^1 U.S.W, geradezu mit den auf einander folgenden Diffe- 
rentialen doTo, dx^, dx^j ... dxn-\ identisch; es sind ferner die 
auf einander folgenden Werthe der Funktion F(x) in diesen Glei- 
chungen F(xq), F(x^), .... jF(a?„-i), F{x), und da jede zwei auf 
einander folgenden unter diesen Werthen sich nur um eine un- 
endlich kleine Quantität unterscheiden, so ist rfF(£Fo) = ^(^i) — 
FCxq), d(x^) = fC^) — Fi^Xi) u. s. w., demgemäss lassen sich 
die vorhergehenden Gleichungen auch so schreiben: 

9* 
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F{Xj)'-F(Xi) - (a?2 — ^t) fi^i) 



F (>r) — F(a?„-i) = (o;— x„-i) /(a?n-i), 
wo n, wie wir wissen, unendlich gross ist, und mithin o^n-i der 
dem Werthe x der Abscisse unmittelbar vorhergehende Werth ist. 
Diese Gleichungen bestehen zusammen, und sowie sie auf einander 
folgen, entsprechen sie den aufeinander folgenden Verflussakten 
der Funktion. Die Art ihres Zusammenbestehens ist also als Auf- 
einanderfolge zu denken und kann mithin arithmetisch nur als 
eine Summe begriffen werden, in der sie alle nach einander tre- 
ten. Addiren wir daher alle Gleichungen zusammen, so geben 
sie, indem die Glieder links sich bis auf zwei gegen einander 
, aufheben : 

F(X)—F(X^)—(X^ '-X^)f(x^)+(ißl—Xi)f(x^ )+........ +(x-Xn^l)f(Xn-{) 

oder, wenn wir, statt die Elemente x^ — Xq, x% — x^ .... gera- 
dezu unendlich klein anzunehmen , diese Elemente zunächst noch 
als endliche und in endlicher Anzahl annehmen und nun durch 
den Prozess der Vergrösserung dieser Anzahl die Elemente sich 
unendhch verkleinern lassen 

F(x) — F,Xq) = Wm|(a;t— a?o)/'(^o) •^i^2 — xi)fixi)+ | 

Auf diese Manier wird also nicht allein die Form der Reihe er- 
halten, um welche es zn thun ist, sondern auch die Existenz 
des Summenausdruckes F(x) — F(Xq) vermöge direkter Betrach- 
tungen dargethan. Es würde noch übrig bleiben darzuthun, wie 
die Summe einer Reihe von so besonderer Beschaffenheit (mit 
unendlich vielen und unendlich kleinen Termen) zu denken sei; 
dieses ist aber früher bereits weitläufig auseinandergesetzt 
worden. 

Nachträglich wollen wir noch bemerken, dass die Einthei- 
lungsart des Intervalles x — x^ vollkommen willkührlich ist, wenn 
nur die Partialintervalle unendlich klein werden. Demzufolge 
dürfen wir die letzteren alle als unter sich gleich annehmen, etwa 

d = a?| — Xq^i^x^ — iTj =a?j— 0:2=5. .t=a5— Xn^i also 

fio^^x — Xq 

und erhalten dadurch die Fundamentalformeln in etwas einfacherer 
Gestalt; nämlich: 
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^limd\f{x^)+f{x^^d)-Vf{x^^-2d)+ +f(x^-\-n^\d)\ 

wo n (J = jf — x^ 

und das Grenzzeichen sich auf ins Unendliche wachsende n und 

ins Unendliche abnehmende ö bezieht.*) 



*) Die Torbergeheoden Betrachtungen thun ganz im Allgemeinen die Exi- 
stenz des Grenzbegriffes dar, welcber sieb auf die Summe unserer unendlicben 
Reihe bezieht, ohne jedoch die Methode zu bezeichnen, ivie man deren analy- 
tische Form bestimme. Demgemäss weiss man nur, dass sich mit dem be- 
stimmlen Integral qberhaapt rechaen lässt: wie die Rechnung in jedem bestimm« 
ten Falle sieb gestalte, hängt Ton der speciellen Natur des beireffenden 
bestimmten integrales ab. Um dies an einem bestimmten Beispiele zu veran- 
schaulichen, wollen wir in unserem allgemeinen bestimmten Integrale atq = 

X 

also (f 5= — - annehmen, so wird 

y*;(.)..=««£-j,(o)+/(-f-)+A(^)+....+/(iEiL)j 

e 

und setzea wir noch f{x)z=:%x^ also f(fi)=zO, so geht ujiscrc Gleichung in die 

folgende über 

/'2xds=lm^l2 JL+2JiL+a-!f-+.... + 2iELl\ 
n \ n n n n / 

o 

=:hm2-^/l-i-2-i-3-f4+...n— 1\ 

oder da die Summe der eingeklammerten arithmetischen Progression .v ' ° ist 

n» 2 

«—1 



znlim.x*» 



n 



Sehen wir nun zu, welcher Grenze der Ausdruck x*ll — — I für wachsende 

n zueilt, so ist ersichtlich, dass, je grösser wir n nehmen, um so näher — 

n 

an herankommt und mitbin 1 — ■^— sich auf sein erstes Glied 1 reducirt: 

n 

daher ist Wm«>i 1 — — )=:«*♦ 1=«*, und wir dürfen die Gleichung 
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2) Allgemeine ResoUate für die Philosophie der h6hern Rechnung. 

Nachdem wir den Begriff des bestimmten Integrales fest- 
gestellt haben, so wie er in den Lehrbüchern des höhern Calcüls 
mehr oder minder vollständig enthalten zu sein pflegt: so dürfte 
es angemessen sein, näher anzugeben, wie sich die analytische 
Methode zu den logischen Bestimmungen verhält, welche sie für 
unsere Auflassung zu fixiren bezweckt. 

lieber die logische Natur des höhern Calcüls im Allgemeinen 
kann kein Zweifel mehr obwalten: sie liegt einfach darin inbe- 
griflen, dass er die quantitative Bestimmtheit sius der qualitativen 
als ihren letzten Grund heraussetzt. Daher ist seine Methode in 
der unverkennbarsten Uebereinstimmung mit der dialektischen 
Entwickelung der Logik, welche ja auch mit der Qualität beginnt 
ufld weiter als ihre wesentliche Wahrheit das Uebergehen in die 
Quantität aufzeigt. Aber die Logik hat den Mangel, dass sie den 
Zusammenhang, welcher zwischen Qualität und Quantität statt 
hat, in seiner positiven Bestimmtheit zu expliciren unvermögend 
ist: sie lässt wohl seine Nothwendigkeit erkennen, aber sie legt 
sein eigentliches Wesen nicht oflen dar. Indem sie den Mangel 
der <}ua]ität als der unveränderlichen Bestimmtheit aufweist und 
um desswijlen in das Gegentheil, in die absolut veränderliche 
oder quantitative Bestimmtheit umschlagen lässt: so zeigt sie 
wohl die Realität des in Rede stehenden Zusammenhanges, aber 
als eines solchen, dessen Natur uns noch verschlossen ist. Denn 
sie erhält ihn lediglich durch die Negativität ihres dialektischen 
Prozesses, welcher den Mangel der, man möchte sagen, quanti- 



r 



aufstellen. 

Uebrigens werden wir im folgenden Abschnitte sehen, wie man durch die 
Einführung des uDbestimmten Integrales auf indirektem Wege viel leichter zu 
demselben BesuUate gelangt. Aus der DifiTerenlialgleichung (Hx'^):=z2xdx er- 

giebl sich nämlich x^-^- Const:=z I 2xtlx, and das bestimmte Integral wird 



=/' 



nun erhalten, indem man die Differenz der beiden Werthe bildet, welche man 
links durch die Substitutionen . a;:=:a; und a; = erh&It, wob«i der conslante 
ZuMtz verschwindet. 
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tätslosen Quantität offen legt, aber durchaus keine positive Be- 
stimmung über ihre Hineinbewegung in einen quantitativen Inhalt 
enthält. Die absolute Identität der Färsichseienden oder Eins 
soU als die positive ßestimmtheit dessen gelten, was den lieber- 
gangspunkt des Qualitativen in das Quantitative bilde. Gleichwohl 
ist sie der Ausdruck für einen Begriff, der als die an ihr selber 
zur Attraktion umschlagende Repulsion der vielen Eins nur ne- 
gativ seine Bestimmtheit hat. Die Eins des Raumes, die Punkte, 
wohl fliessen sie in einander über, und sie gelten in solehem^ 
Ueberäiessen auch eines was das andere: nicht anders ist es mit 
dem Eins der Arithmetik, dessen Setzen, wie oft es auch ge- 
schehe, immer dieselbige unwandelbare Bestimmtheit erzeugt. 
Aber das ist ja eben die Schwierigkeit zu begreifen, wie das Eins 
inmitten der Bewegung seine Veränderungslosigkeit bewahre, und 
damit, dass wir den Unterschied der Eins als aufgehoben oder 
negirt aufweisen, ist die nähere Natur ihrer Identität, d. h. ihr 
qualitativer Urgrund, noch nicht bestimmt und die eigentliche 
Schwierigkeit ungelöst« Der Logik gereicht dieses keineswegs 
zum Vorwurfe, da sie ja nach ihrer ganzen Anlage und Entwicke- 
lungsweise die Wahrheit lediglich als in einem negativen Prozesse 
herauszuerzeugen den Beruf hat. Sie soll eben nur die Formen 
aufstellen, in welche alle Wahrheit sich kleidet, aber als leere, 
welche des concreten Wahrheitsgehaltes noch entbehren; sie hat 
nur zu sorgen, dass dieselben von nichts Fremdartigem verunrei- 
nigt werden und als in ihnen selber widerspruchslos bestehen — 
sonst würden sie unmächtig sein die Wahrheit in befassen. 
Gleichwohl dürfte ein Tadel gegen Hegel nicht ungerechtfertigt 
sein, weil er gegen eine der glänzendsten Errungenschaften des 
menschlichen Geistes von seinem logischen Standpunkte aus einen 
Angriff erhob , ohne gleichwohl die positiven derselben zu Grunde 
liegenden und oft genug ausgesprochenen Gedanken einer ande- 
ren als der oberflächlichsten Beachtung zu würdigen« Diese 
Beachtung reducirt sich darauf, dass er die Kategorieen der Ver- 
änderlichkeit und der Continuität einfach aus dem Gebiete des 
höheren Calcüls hinaus decretirt, ohne gleichwohl ihre Verban- 
nung mit Gründen wirklich zu motiviren (man vergleiche zum 
Beweise iusbesondere pag. 820, 330, 332). Eine seiner würdige 
Kritik würde an die analytische Begriffsbestimmtheit der höheren 
Operationea wirklich herangegangen sein und zugesehen haben, 



ob sie sich in dem zersetzenden Feuer der Dialektik gänzlich ver- 
flüchtige, oder die logischen Formen gleichsam als aschenhaften 
Ruckstand zurücklasse. Diejenige aber, welche er wirklich übt, 
verwirft von vorn herein die mathematischen Grundgedanken und 
es kann demgemäss, da sie alles positiven Inhaltes entbehrt, nur 
das reine Nichts resulliren. Dieses sucht Hegel freilich nun zu 
verhüllen, wohl weil ihm die gäfizliche Unterwühlung der analy- 
tischen Methoden, welche einen so bedeutenden Wahrheitsgehalt 
herausgefördert haben, doch etwas unheimlich vorkommen mochte. 
Aber wir haben oben d6n Schein des Raisonnements beleuchtet, 
durch welclien er (pag* B19 und pag. 320) die Auflösung der 
Grenzn^ethode" in die Lagrange'sche AbleituAgsmethode nachzuwei- 
sen sich bemüht. 

Di« bezeichnete Methode leistet im Gegentheil vollkommen 
dasjenige, was sie soll, nämlich die Begriffsbestimmtheit des dis- 
cret-continuirlichen Quantums ^ d.h. der Funktion oder Curve, 
wissenschaftlich uns zu erschliessen. Indem das Quantum in 
dieser f^orm wesentlich einen qualitativen Charakter hat, so wird 
es wissenschaftlich nur so begriffen werden können, dass wh* das 
Qualitative, in soweit es hineingeht, wirklich mit dem Bewusst- 
sein erhalten, und es handelt sich daher darum, dasjenige aus 
ihm heraus zu eliminiren, was sich gegen seine Bestimmtheit 
gleichgültig verhält, und nur die ihm inwohnende veränderungslose 
Bestimmtheit zu fixiren. In dieser Elimination des Veränderlichen 
liegt die logische Nothwendigkeit in der Entwickelung des höhe* 
ren Calcüls von der Veränderung auszugehen: denn da in dem 
Begriffe der Funktion die veränderungslose Bestimmtheit in öii'- 
mittelbarer Einheit mit veränderlichen Quantis ist, so können wir 
das Veränderungslose nur durch Lostrennung des Veränderlichen 
erhalten, und dieses negative ausschliesseAde Thun ist das Interesse 
des Grenzprozesses, durch welchen der Differentialquotient ge- 
wonnen wird. Dasjenige, was als die Wahrheit dieses Grenzpro- 
zesses resultirt, ist der Gedanke einer unveränderlichen Beziehung, 
welche die quantitative Natur des in Rede stehenden discret - con- 
tinuirlichen Quantums als total aufgehoben in sich hiDeingenom- 
men hat. 

Dieses tritt besonders augenscheinlich in der analytischen 
Geometrie hervor. Der Dtfferentialquotient einer Curve, einer 
Fläche, eines Körpers stellt die Bestimmtheit respektive eine& 
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Panktes', einer Linie, einer Fläche dar, oder wenn wir uns der 
Hethod€i des unendlich Kleinen bedienen, das DilTerential einer 
Gurve, einer Fläche, eines Körpers hat die Tendenz mit der Be- 
stimmtheit eines Punktes, einer Linie, einer Fläche zusammen 
zu gehen* Eine äusserHche Auflassung könnte hieraus den Scliluss 
ziehen, dass, in soweit das Differential hier durchweg eine räum- 
liche Bedeutung habe, seine Natur wesentlich quantitativ erscheine. 
Aber es ist wohl zu bemerken, dass, wenn es sich um die ge- 
nannten Raumformen der Curve, der Fläche und des Körpers 
handelt, Punkt, Linie und Fläche lediglich die Bedeutung haben, 
die Bestimmtheit der ersteren als quantitativ yerschwindender zu 
enthalten, in Beziehung auf dieselben geradezu als Nullen oder 
auc^ als verfliessende Eins zu gelten. Dieses erhelit auch schon 
daraus, dass die Differentiale eigentlich als blosse, über sich sel- 
ber hinsfusweisende Tendenzen zu betrachten sind. Z. B. die Linie 
ist das Differential einer Fläche, in sofern über sie hinausgegan- 
gen werden, und sie mithin in eine Bewegung eintreten soll, in 
welcher sie als das erzeugende Flächenelement, als das erste 
Princip der Fläche gilt. Ihre quantitative Bedeutung tritt also, 
irtdein sfe als Differential gefasst wird, so sehr zurück, dass sie 
Vielmehr als die gleichsam flächenhafte Linie die Negation ihrer 
selbst ist; das, was allein festgehalten wird, ist ihr qualitatives 
VcrhSItdiss zur Fläche.*) 



*) In dem folgenden Abschnitte, wo die Bedeutung der räumlichen Dimen- 
sionen zur Sprache kommt, werden die Principien, um welche es hier zu thun 
ist, näher aus einander gesetzt werden. Das ist freilich ganz wahr« dass die 
reine Analysis dieselben in vollkommnerer Weise ausdrückt ^ als die Geometrie. 
hk der Anaiyäis ist das Vcrhältniss zwischen den Differentialen geradexu ein 
Verhällniss als zwischen verschwindenden Quantis ; in der Geometrie tritt dieses 
nicht in der gleichen Bestimmtheit hervor. Sei die Gleichung einer Curve y r= 
f{x), so ist das Differential der zugehörigen Fläche, wie wir wissen: 

dFCx) = fix)dx, 
d.h. es ist ein Rechteck, welches sich aus dem endlichen Werthe der Ordinate 
nnd dem nnendlich kleinen Zuwachse der Abscisse zusammensetzt; — arith- 
metisch genommen ist es also gleichfalls ein gegen die Null convergirender Aus- 
druck^ weil das Produkt aus einer endlichen Grösse in eine unendlich kleine 
selber wieder unendlich klein sein muss: aber für die geometrische Anschauung 
redncirt sich das Rechteck", da die Dimension seiner Breite verschwindet, gera- 
dezu auf seine Höhe, welche mit der Ordinate der Curve an der betreffenden 
Steile zusammenfällt; es stellt sich so zunächst als ein endliches Quantum dar, 
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Dass die Operationen des Differentiirens eine Abstraction von 
der quantitativen Bestimmtheit involviren, ist hiermit dargetban. 
Die übrig bleibende veränderungs]ose und daher qualitative Be- 
stimmtheit ist, wie wir oben gesehen haben, wesentlich der ana- 
lytische Ausdruck für die Continuitatsmomente der Funktion; wir 
dürfen aber ihre qualitative Natur nicht bloss vermöge der vor- 
hergegangenen Entwickelung erschliessen , in welcher alles Quan- 
titative abgestreift wurde, sondern müssen sie positiv nachweisen. 

Der DifTerenlialquolient einer Curvenfunktion , welcher als 
auf einen gewissen speciellen Punkt derselben bezogen genomnaen 
wird, legt bekanntlich eine solche Bestimmtheit fest, welche mit 
der tangirenden Geraden an diesem Punkte zusammengeht. In- 
dem nun die gerade Linie einen solchen Zug in einander über* 
fliessender Punkte bezeichnet, in welchem die specifische Be- 
stimmtheit des Flusses beständig in einfacher Identität mit sich 
selber bleibt, so folgt unmittelbar die Veränderungslosigkeit des- 
sen, was die Operation des DifTerentiirens uns ergiebt. Etwas 
schwieriger gestaltet sich der Nachweis für die reine Analysis« 
In dem Grenzprozesse nämlich wird die veränderliche Bestimmt- 
heit vermöge eines Prozesses ins Unendliche beseitigt: wir nähern 
uns unaufhörlich diesem speciellen momentanen Verhältniss der 
Funktion und erhalten als die Wahrheit dieser Bewegung eine ge- 
wisse Beziehung, die zunächst die Aufhebung der quantitativen 
Veränderlichkeit enthält. Dass weiter diese Beziehung iür unser 
specielles Verhältniss eine reale ihm inwohnende Tendenz über seine 
Bestimmtheit hinauszuschreiten ausdrücke, dieses haben wir frü- 
her als aus der Continuität der Funktion folgend nachgewiesen. 
Darin nun, dass diese Tendenz als in dem besondern Verflussakte 
verschlossen fi^irt wird, liegt ihr qualitativer Charakter» weit sie, 



und erst die Noihwendigkeit, dieses endliche Quantum als den Zuwachs einer 
Fläche und mithin selber als eine fläehenhafte Bestimmung zu begreifen — erst 
die:e Nothwendigkeit veranlasst uns, über seine unmittelbare fiestimmtheit hin- 
auszugehen und es als die Negation der Fläche^ als die Fläche in ihrem Ver- 
schwinden, zu fassen. Tiefer in das Wesen der Sache eingegangen, ist das- 
selbe auch in der unmittelbaren Fläche gegeben, weil letztere nur vermöge 
eines krummlinigen oder geradlinigen Zuges als negirt, d.h. begrenzt^ gedacLt 
werden kann, und ganz in gleicher Weise aus einer Folge in einander über- 
fliessender Curven sich zusammensetzt , wie die Curve aus dem Nebeneinander 
ihrer Punkte. 
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trotzdem , duss sie über ihn binausweist , ein von ihm losgelöstes 
Sein zu setzen nicht vermag: so beharrt derselbe in seiner eige- 
nen Bestimmtheit, sein Sein bleibt in untrennbarer Einheit mit 
selbiger. 

Der Sinn des Differentialquotienlen einer Funlition ist hier- 
nach ganz einfach die Angabe einer Beziehung, welche den Fort- 
gang einer Funktion von einem speciellen Punkte aus bezeichnen 
würde ^sobald man das Veränderliche, das Wechselnde in dem 
Verbältnisse zwischen beiden Variabein wegdenkt, d.h. den Fort- 
gang in einfacher Identität mit der Bestimmtheit des speciellen 
Punktes vollführt: so liegt in ihm gewissermassen eine Zurück- 
fahrung des variabeln Verhältnisses auf das direcle mit unver- 
änderlicher Vcrhältnissbestimmlheit. Nun aber gebt die Funktion 
nicht nach der Bestimmtheit eines Specialverhältnisses fort, son- 
dern sie ist so sehr die Variabilität, das Umschlagen dieser Be- 
stimmtheit in eine andere, dass jenes nur zu einem punktuellen, 
sogleich verfliessenden Sein sich heraussetzt. Um also nicht 
von dem eigentlichen Gegenstande unserer Discussion, dem dis- 
cret-cotttinuirlichen Quantum, wieder abzukommen, dürfen wir 
nicht bei der Bestimmtheit dieses Punktes stehen bleiben, son- 
dern wir müssen 2u den nächstfolgenden Punkten übergeben und 
gleichfalls die ihnen inwohnende wesentliche Bestimmtheit fest- 
legen. Dieses ist analytisch in der Abhängigkeit des Differential- 
quotienten von X als einer veränderlichen Grösse enthalten : um 
diese als eine sich verwirklichende zu setzen, müssen wir x alle 
möglichen Werthe in continuirlicher Aufeinanderfolge durchlaufen 
lassen, d. h. wir müssen die qualitative Beziehung, welche in dem 
Differentialquotienten zum Ausdrucke kommt, für alle Punkte der 
Gurve oder Funktion aufsuchen. 

Wir sind mithin genöthigt, die Unveränderlichkeit des Fort- 
ganges in einem Punkte, sobald sie vermöge der analytischen 
Formel fixirt ist, wieder fallen zu lassen und zu einem neuen 
Punkte überzugehen, welcher gleich dem ersten die Tendenz hat, 
in unveränderlicher Weise, d. h. dem Gesetze eines direkten, 
wenn auch anders bestimmten Verhältnisses folgend, über sich 
selber hinauszugehen. Dieses setzt sich fort, bis wir die unend- 
lich vielen momentanen Verhältnisse der Funktion alle durchlau- 
fen haben, und wir sind also abermals in die Nothwendigkeit ver- 
setzt, den Begriff der Variabilität einzuführen. Aber wie weit 
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wir auch gehen mögen, es wird dabei beständig von der zufHilf- 
gen quantitativen Bestimmtheit jedes Verhältnisses abstrahirt^ und 
nur die wesentliche und unveränderliche Bestimmtheit festgehalten^ 
welche ihm als inmitten einer continuirlichen Folge geaetzt an- 
gehört. Auch analytisch haben die speciellen Werthe des Diffe- 
rentialquotienten alle dieselbige Begriffsbestimmtheit, nämiich ein 
direktes oder lineares Verhältniss zu bezeichnen, dessen Momente 
verschwinden , d. h. quantitativ für sich bestinamungslos sind. In 
sofern gelten sie einer was der andere. Aber es ist wohl zu 
beachten, dass sie eine Beziehung enthalten, aus welcher das An- 
dere, das Objekt der Beziehung, als (in Folge der VariabililSl 
der Funktion) der quantitativen Veränderlichkeit Preis gegeben, 
ausdrücklich eliminirt ist. Die punktuellen Eins.aiso, welc&e den 
besonderen Werthen des Differentialquotienten entsprechen, sind 
allerdings identische Eins, aber als auf sich selber bezogene und 
negativ gegen die übrigen gekehrte: so gehen sie ganz nsA ginr 
mit den repellirenden Eins der Logik zusammen. 

Gleichwohl haben sie in sofern eine quantitative Beziehitfig 
an sich, als sie aus einem Verhältniss von Quantis herkommen: 
aber sie sind noch nicht nach ihrer Rückbewegung in das Quan- 
titative gesetzt. Wir werden aber nicht bloss durch die otben -an- 
gedeutete Reflexion zu diesem Rückgange getrieben. VieliDebr da 
jene trotz ihres ausschliessenden Verhaltens gegen einander den- 
noch für die Logik eines was das andere gelten und als aiis- 
schliessende jedenfalls irgend wie sich berüiiren müssen, so sini 
wir genöthigt, eine gewisse Beziehung anzunehmen, in wekb^ 
sie mit einander zusammengehen — ihre Attraktion. Diese Nd- 
thigung kann vielleicht noch schlagender wie folgt motivirt werden. 

Der Grenzprozess , welchen die Operationen des Diffeirea-* 
tiirens voraussetzen, hat wesentlich den Sinn, die qualitatife Na- 
tur des Fliessens, wie sie in einem speciellen Punkte vorbandea 
ist, durch Hinwegräuniung der zufälligen quantitativen Bestimmt- 
heit für sich allein zu fixiren. Dies ist denn auch geschehen: aber 
es ist gleichzeitig noch mehr geschehen , als in unserer absiebt 
lag. Mit der quantitativen Bestimmtheit der übrigen Punkte ist 
zugleich auch ihre qualitative aus der analytischen Gleichung zwi^ 
scheq den Differentialen herausgegangen und damit erscheint das 
Problem, die Natur des Flusses in einem speciellen Punkte der 
Funktion zu bestimmen, nicht befriedigend geKMi Denn offenbar 
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hat dasjenige, in welches hinein der FIuss statt hat, und welches 
folgenweise seine Bestimmtheit gleichfalls mit enthält, die gebüh- 
rende Berücksichtigung nicht gefunden. Dass dieses nicht ge- 
schehen ist, sondern vielmehr die Gleichung zwischen den Diffe- 
rentialen das Ueberüiessen eines speciellen Punktes in den 
unmittelbar folgenden nur als ihm allein inwohnendc und nicht 
über ihn hinausreichende, mithin unentwickelte Tendenz aus- 
drückt, dass also zwei in einander üherfliessende faktisch aus 
einander gehalten werden: dies ist der Mangel des DiiTerential' 
calcüls, und um die Entwicklung zu rektillciren , müssen wir 
offenbar jene zwei in eine wirkliche Beziehung zu einander hinein 
versetzen. Die Realität dieser Beziehung ist vermöge der wunder- 
baren Gefügigkeit, mit welcher die allgemeinen Formen der Ana- 
Ijisis sich der Natur des Begriffes anschmiegen, analytisch sogleich 
dadurch dargethan, dass das Differentialverhältniss selber eine 
Funktion von x ist. Nämlich in Folge der Continuität dieser 
Funktion wird der Werth des Funktionenverhältnisses zwischen 
den Differentialen dy und dx sich nur gleichzeitig mit x und in 
unendlich kleinen Abstufungen ändern. Gehen wir daher über 
einen speciellen Werth des or zu dem nächst folgenden hinaus, 
so wird der Werth der Differentialfunktion sich in einen solchen 
umsetzen, der unmittelbar an ihren ersten Werth anstösst, der 
ihn unmittelbar berührt. Da nun aber diese beiden Werlhe die 
zwei in einander überfliessenden Verflussakten der gegebenen 
Funktion zugehörigen wesentlichen Bestimmtheiten vorstellen, so 
sind dieselben in der That nicht als repellirende, sondern als in 
blander übergehende, als attrahirende zu fassen. In dem be- 
stimmten Integrale sind sie nach dieser ihrer Natur gesetzt. 

In dem bestimmten Integrale ist die Isolirung der punk- 
tuellen Eins, welche in den besonderen Werthen des Differen- 
tialquotienten repräsentirt werden, ganz und gar aufgehoben: das 
£fne bewegt sich in das Andere hinein, ist mit ihm in unmittel- 
barer Beziehung; diese Beziehung ist freilich blosse Berührung 
und also rein äusscrlich: aber da sowohl das Eins als auch der 
Punkt nur das rein äusserliche Fursichsein ist, so kann natürUch 
die Beziehung solcher Fürsichseienden oder solcher Eins nicht 
aus dieser Aeusserlichkeit herausgegangen sein und wird sich 
daher an ihr selber als ein Zusammen, d. h. als eine Summe dar** 
steilen. In diesem Zusanunen sind die Füvsicfaseienden so. .gesetzt 
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dass sie die ihnen inwohnende qualitative Beziehung noch bewah- 
ren, aber gleichzeitig auch bewahrheiten, Nämh'ch sie sind in 
eine solche Attraktion, in eine solche Bewegung gegen einander 
hineingerissen, dass, wo das Eine aufhört, sogleich das Andere 
anhebt, dass sie also ein vollkommenes Ueberfliessen in einander 
oder eine ununterbrochene Folge von identischen punktuellen Eins 
sind. Diese Aeusserlichkeit des flüssigen Zusammenhanges, 
in welchen sie eintreten, ist es, welche die Wiederherstellung 
der Quantität bedingt. Die flussigen Eins, die Differentiale, 
welche an ihnen selber die Nöthlgung eines Hinausgehens über 
sich enthalten und gleichwohl in ihrem Hinausgehen sich nicht in 
ein anderes hinein verlieren, sondern in ihrem eigenen Sein ver- 
harren, haben diese ihre qualitative Natur* zwar noch nicht ein- 
gebüsst: vielmehr ist dieselbe in der äusserlichen Beziehung be- 
wahrt, in welcher sie als sich berührende neben einander treten. 
Denn die innerliche Tendenz, welche in jedem einzelnen als realer 
Trieb zu dem anderen hin zu Tage liegt, kann in der Aeusser- 
lichkeit ihres Zusammenhanges unmöglich aufgehoben oder negirt 
werden. Aber dieser Zusammenhang als continuirliche Folge 
oder Verlauf enthält es zugleich in sich durch eine unveränder- 
liche arithmetische Regel, nämlich die Art und Weise, wie der 
Differentialquotient sich Bezugs der unahliängig Veränderlichen 
arithmetisch zusammensetzt, fortwährend bestimmt zu bleiben, und 
hat so etwas Unveränderliches in seine fliessende Veränderlichkeit 
bineingenommen. Demzufolge ist die Integralreihe die flüssige 
Aneinanderreihung punktueller Tendenzen, die es eben so sehr 
enthalten für sich bestimmt, als durch eine identische Bestimmt- 
heit 'gesetzt zu sein, und nur um dieser identischen Bestimmtheit 
willen ist es stattliaft, sie trotz ihrer spröden Besonderung in 
ein Zusammen eintreten zu lassen. Hiernach ist das, was resul- 
tirt, die Zusammenfassung von sich besondernden oder discreten, 
die doch als Beziehung nicht nur in ihnen selber, sondern auch 
(als Momente eines durch die Formel der Differentiation darge- 
stellten Flusses) gegen die übrigen hin das Moment der Conti- 
nuität ausgeprägt in sich schliessen , d. h. wir sind wiederum zu 
der quantitativen Bestimmtheit zurückgekehrt. Die Bedingung, 
welche wir in dem Differentialquotienten hatten, ist nun nicht 
mehr rein quaUtativ, sondern, indem sie in das bestimmte Inte- 
gral hinein versetzt wird, stellt sie auran^FItt^ dar, der nicht 
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mehr von dem, in welches er überfliesst, fern gehallen ist: die 
beiden, die in einander überfliessen, kommen wirklich zusam- 
men, und ihr Fluss, als in welchem nun in Wahrheit das eine 
Sein sich in das andere umsetzt, hat die quantitative Veränder- 
lichkeit wieder in sich hineingenommen, welche durch den Grenz- 
prozess der Differentialrechnung total eliminirt war. 

Näher ist das Quantum, welches wir nunmehr erhalten ha- 
ben, unmittelbar durch seine Entstehung ein flussiger Verlauf: 
es ist continuirliches Quantum. Aber die verschwimmenden Eins, 
die in dasselbe hineingehen, sind nicht etwa ein blosses räum- 
liches Ineinander, welches von aussen her als eine Thatsacbe 
der Anschauung uns entgegentritt: wir sind dazu gelangt, dieses 
Ineinander als innere Vermiltelung ganz und gar gesetzt zu haben, 
indem wir seine Bestimmtheit durch die einzelnen Momente hin 
vermöge der analytischen Formel zu verfolgen und für sich zu 
erfassen vermögen. Indem dies alles in der Integralreihe 
vorhegt, so ist das bestimmte Integral eben so sehr continuir- 
liches, als sich in sich selber abgrenzendes , d. h. discretes Quan- 
tum. Aber das Moment der Discretion darf nicht bloss als inner- 
liche Selbstvermittelung hervortreten, sondern es bedingt auch 
die Abgrenzung nach aussen hin, d. h. die Unterbrechung des 
continuirhchen Verlaufes, indem, wenn diese nicht statt hätte, 
das Quantum sich geradezu in die allgemeine Quantität hinein 
verlieren müsste. Dieser wesentlichen Forderung geschieht Ge- 
nüge durch die Grenzen, innerhalb deren das bestimmte Integral 
genommen wird. Dieselben beziehen sich zwar zunächst nur auf 
die äusserliche Bestimmtheit des Quantums: sie stellen einfach 
den Anfangspunkt und Endpunkt dar, zwischen welchen das 
Quantum als das Ueberfliessen seiner momentanen oder punk- 
tuellen Eins sich vermittelt, und verhalten sich vollkommen gleich- 
gültig gegen die innere Natur dieser Vermittelung; — wie sie 
denn auch an ihnen selber gegen ihre Bestimmtheit gleichgültige 
und daher beliebig bestimmbare Zahlenquanta sind* Indessen 
fassen wir alles Vorige zusammen, so knüpft sich sogleich eine 
äusserst wichtige Folgerung daran. Nämlich die beiden unbe- 
stimmten oder variabeln Zahlenquanta sind eifenbar in einem auf 
eine unabänderliche Weise gebildeten Zusammenhang gesetzt, und 
dieser Zusammenhang ist in der unendlichen Reihe des bestimm- 
ten Integrales dargettelllt welche, wie wir gesehen haben, sich 
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ttBabhängig von der speciellen Bestimiulheit der Grenzwerthe, 
nämlich als das Zusammen unendlich vieler in einand^sr verflies- 
Sender Eins, zusammensetzt. Das bestimmte Integral ist also 
die unveränderliche Regel der Zusammensetzung ^der der arith- 
metischen Verknüpfung, in welche zwei Zahlelemente hineingehen, 
und es ist sonach an ihm selber die Funktion zweier Elemente, 
oder wenn wir das eine Element als willkürlichen, aber unverän- 
derlichen Grenzwerth annehmen, die Punktion Eines Elementes 
oder Einer unabhängig Veränderlichen. 

Die weitere Bestimmtheit dieser Funktion wird von der Ana- 
lysis festgelegt» Sie soll nämlich mit derjenigen Funktion zu- 
siimmenfallen, welche durch ihre Differentiation die Funktion un- 
ter dem Integralzeichen giebt. Demgemäss sind die Operationen 
der Integralrechnung und der Differentialrechnung zu einander 
invers, und das bestimmte Integral ist weiter nichts als die Le- 
derherstellung der ursprunglichen Funktion, deren continuirlichen 
Verlauf wir vermöge der Differentialrechnung in seiner wesent- 
lichen Bestimmtheit erfassten. In derThat fällt es nicht schwer, 
diesen selben Schluss unmittelbar aus unserer Entwicklung zu 
entnehmen. 

Wir gingen von einer gegebenen beliebigen Funktion aus und 
stellten uns das Problem, eine allgemeine Methode zu begründen, 
vermöge deren wir die innere Bildung jener aus dem Gesetze 
ihres Werdens oder Flusses zu begreifen im Stande seien. Da 
nun dieselbe sich aus einer unendlichen Menge momentaner Ver- 
hältnisse zusammensetzt, so waren wir dazu genöthigt, sie in 
diese ihre Elemente hinein zu zersplittern, und erst deren Na- 
tur festzulegen. Nachdem wir dieses vermöge der Kategorie; des 
Differentialquolienten erreicht hatten, stellte sich die naturgemässe 
Reflexion ein, dass ihr continuiriicher Verlauf, sei es als Folge, 
sei es als Flu^, wieder herzustellen sei, und die Natur des Be- 
,griffes leitete uns darauf dies Zusammennehmen in der unend- 
lichen Summenformel des bestimmten Integrales zu vollführen. 
Das Letztere hat also augenscheinlich die Bedeutung, das Zurück- 
nelimen der Funktion. aus der Zersplitterung in ihre Elemente 
.oder 4ie punktuellen Eins des Differentialcalcüls hinein zu ihrer 
eigenthümlichen Bestimmtheit vorzustellen. Somit erscheint die 
böhere 'Reohnung als der Prozess der qualitativen Unendlichkeit. 
Der Begriff der Funktion wird in seiiiier UnmiMfilbarkeit negirt: 
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aber aus dem negativen Prozesse ihrer Zersetzung geht sie als 
innere Selbstvermittelung wieder in sich selber zurück. Sie setzt 
sich in ihr Anderssein hinein: aber, indem das Andere sich nä- 
her als ihr Element, als mit ihrer unveränderlichen Bestimmtheit 
identisch zeigt, so ist die Nöthigung vorhanden, das Andere nun 
wirklich wieder als in sein Anderes zurücksinkend, als die Ne- 
gation der Negation zu nehmen. 

Die Analysis als die Wissenschaft, welche diesen Prozess der 
Selbstverunendlichung zu ihrem Gegenstande hat, ist mit Recht 
die Analysis des Unendlichen, zu nennen. Aber es ist wohl zu 
beachten, dass ihr Unendliches kein rein quantitatives mehr, son- 
dern wesentlich qualitativer Natur ist. Es ist der doppelte Pro- 
zess einmal des Herausgetiens aus der quantitativen Bestimmtheit 
der Funktion in ihre quantitätslose und daher qualitative Natur 
und dann die Bewegung dieser ihrer qualitativen Wesenheit, ver- 
möge deren sie sich wieder in ihren quantitativei> Inhalt hinein- 
setzt. In beiden Fällen werden also Bestimmungen in die engste 
Beziehung zu einander hineingebracht, welche durchaus ungleich- 
artig smd, ja sich sogar diametral gegenüber zu stehen scheinen, 
nämlich die veränderungslose qualitative und die veränderliche 
quantitative Bestimmtheit. Der Widerstreit, der zwischen beiden 
statt hat, und eigentlich schon in der Conlinuität und Discretion 
als den Momenten der Quantität latitirt, — dieser Widerstreit ist 
es, der die transscendenten Operationen des höheren Calcüls be- 
dingt: einmal die negative Operation des Grenzprozesses, welche 
das Hinausgehen über das quantitativ Veränderliche zu dem Ver- 
änderungslosen ist, und weiter die Operation der Reihensumma- 
tion, welche sich auf einen an einander drängenden Fluss von 
qualitativen und für sich geradezu quantitätslosen Elementen be- 
zieht. Wie diese Summation, um dem Bewusstsein begreiflich zu 
werden, >viederum einen Grenzprozess zu denken erfordert oder 
unter der Voraussetzung wirklich quantitativer Elemente sich voll- 
lührt, die als in der Bewegung aus ihrer quantitativen Bestimmt- 
heit heraus begriffen vorgestellt werden : dieses haben wir weiter 
oben ausgeführt und es nur noch einmal erwähnt, um die Be- 
merkung daran zu knüpfen, dass die Methode der Integralrech- 
nung nach dieser Seite hin die vollkommenste Analogie mit der 
Methode der Differentialrechnung zeigt: sie enthalten beide ganz 
denselben Grenzprozess, und das ist schon um desswillen hoth- 

Schwarz's Pbiiofopliie der Mathetfili k . 10 
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wendig, weil die zwei, zwischen denen eine Beziehung gesetzt 
wird, in beiden Fällen vollkommen identisch sind. Der Unter- 
schied liegt allein in der verschiedenen und diametral entgegen- 
gesetzten Stellung, welche innerhalb dieser Beziehung den beiden 
als den Momenten der Beziehung angewiesen ist. Nämlich die 
Differentialrechnung hat zu ihrem Objekte die Beziehung einer 
Funktion zu ihren Differentialen, die Integralrechnung die Rück- 
bexiehung von den Differentialen auf die Funktion. 

Dieses ist der Unterschied der beiden Rechnungen auf seine 
einfachste Form gebracht und, wenn nun die Integralrechnung 
als die ungleich schwierigere und verwickeitere Rechnung bezeich- 
net werden muss, so möchte dieses hier noch fur*s efrste kaum 
glaubhaft erscheinen. Gleichwohl wird es sich aus einer tieferen 
Auffassung ihres Begriffes sogleich ergeben. Wenn eine Funktion 
gegeben ist und den Operationen des Differentialcaleöls un- 
terworfen werden soll, so scbliessen dieselben eigentlich nur den 
negativen Prozess in sich, die quantitative Bestimmtheit aus allen 
Punkten ihres Verlaufes zu eliminiren und die übrig bleibende 
qualitative Bestimmtheit festzuhalten: wir erhalten so /was un- 
mittelbarer Weise schon von vorn herein vorhanden ist. 

Anders ist es, wenn wir von einer Funktion zu ihrer Inte- 
gralfunktion zurückgehen sollen. In der ersteren liegt die qua- 
litative Natur des Flusses, vermöge dessen sich die gesuchte 
Funktion bildet. Freilich ist sie ausserdem noch quantitatives 
Verhältniss: aber der Zusammenhang, welcher zwischen ihrer quan- 
titativen Bestimmtheit und der quantitativen Bestimmtheit der 
Integraifunktion statt hat, ist ganz und gar versteckt und auch 
nicht einmal unmittelbarer Weise etwa für die Anschauung zu 
fixiren. Wir wissen nun, ihre Qantitatsbestimmtheit müsse als 
aufgehoben betrachtet werden, damit sie die Bestimmtheit eines 
Verhältnisses mit verschwindenden Momenten abgeben könne. 
Der Rückgang zu der Integralfunktion wird daher nicht mehr die 
blosse Loslösung einer Bestimmtheit des Begriffes aus dessen 
Totalität sein , sondern er wird die Erfassung des Begriffes ver- 
möge einer seiner Bestimmtheilen fordern. Diese Aufgabe scheint 
zunächst in ihrsel her einen Widerspruch zu enthalten : der Wider- 
spruch ist aber damit hinweggeräumt, dass in dieser qualitativen 
Bestimmtheit, die sich unter die Form einer Funktion stellt, 
allerdings auch die andere quantitative Bestimmtheit des vollen 
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Begriffes steckt*), aber als aufgehoben. Diese Äulfaebung ist also 
zu negiren; es ist die Negation der Negation zu bilden, und so 
liegt in der Integralrechnung ein Prozess der qualitativen Unend- 
lichkeit vor, durch welchen die Quantitälsheslimmlheit wieder 
hergesteilt wird. Dieser Prozess voUführt sich in der unendlichen 
Reihe mit verschwindenden in einander überfliessenden Glie- 
dern. Weiterhin handelt es sich darum, die wiedergewonnene 
Quantitälsbestimratheit der gesuchten Funktion in Einheit mit 
ihrer qualitativen Bestimmtheit zu setzen, d. h« geradezu dasjenige 
2U vereinigen, was in der Dilferentialrechnung getrennt wird. 
Aber indem diese Vereinigung vermöge eines Grenzprozesses zu- 
gleich mit jenem Prozesse der qualitativen Unendlichkeit sich 
verwirklicht, so ist in dem Grenzprozesse der Integralrechnung 
mehr gesetzt als in dem Grenzprozesse der Differentialrechnung. 
Die transscendente Natur des höheren Calculs, derzufolge un- 
gleichartige auf das Innigste mit einander verknüpft sind, tritt in 
dem ersteren unverhöllt hervor und setzt sich auch in die analy- 
tische Form hinein. Allerdings kann sie auch in der Differential- . 
rechnung nachgewiesen werden : aber hier erscheint sie insbeson- 
dere als der Widerspruch, der als in dem Begriffe des Differen- 
tiales latitirend zu dem bestimmten Integrale forttreibt, und in 



*) Um dieses zu veranschaulichen , brauche ich nur auf das Verh&l(nist 
zwischen einhüllenden und eingehüllten Curven hinzuweisen. Nehmen wir den 
einfachsten Fall, in welchem die einhüllende Curve eine Gerade ist^ so wird 
bekanntlich die eingehüllte Curve von den auf einander folgenden Lagen der 
Geraden berührt und jede specielle Gerade enthält mithin die Bestimmtheit, mit 
welcher der Berührungspunkt in die nächst folgenden Curvenpunkfe fibergeht. 
So wird die einhüllende Gerade die qualitative Bestimmtheit der eingehüllten 
Curve in entwickelter Weise darstellen ; — und gleichwohl kann man mit vollem 
Rechte sagen, dass in der Aufeinanderfolge ihrer Lagen auch die quantitative 
Bestimmtheit der Curve vollständig mit gesetzt sei , und die^ses ist für die .An- 
schauung so evident, dass z. B. Plücker den Gedanken durchgeführt hat, eine 
Curve stau durch die gewöhnlichen Coordinalen geradezu vermöge ihrer ein- 
hüllenden Geraden zu bestimmen. Nichts anderes ist wenigstens das Princip, 
welches der Einführung von Liniencoordinaten bei ihm zu Grunde liegt. — 
Das so eben erörterte Verhältniss gehört in die Theorie der sogenannten sin- 
gulären Integrale und ist daher eigentlich nicht ganz hierher gehörig: alier in 
sofern mag es doch hier seine Stelle ßnden^ als es ein Beispiel dafür giebt, 
wie eine Funktion, indem sie die qualitative Natur ihrer Integralfunktion aus- 
drückt, gleichzeitig auch irgend wie den quantitativen Charakter der letzteren 
bestimmt. 

10* 
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clei^ Calcül selber wird sie nur so hineingenoiumen , wie sie un- 
mittelbarer Weise in dem Begriffe der Funktion zu Tage kommt 
und durch einen einfachen Akt der Abstraktion negirt wird. In 
den Formen des Calculs kann sie daher auch nicht mit der glei- 
chen Entscliiedenheit und Schroffheit hervorbrechen, wie in der 
Integralrechnung, wo ihre Unmittelbarkeit aufgehoben ist, und 
wenn der Grenzpro2ess in jenem im Allgemeinen immer ausföhr- 
bar ist, so wird der Grenzprozess in letzterer meistentheils wegen 
der Voraussetzung einer Reihensumraation, die sidi nicht so leicht 
bewerkstelligen lässt, unter eine solche Form sich stellen, in 
welcher er nur durd) Anwendung indirekter Methoden zum Ab- 
schlüsse kommt. 

Wir wolkn noch eine Bemerkung hinzuffigen , die allerdings 
mit der vorhergehenden Erörterung in einem nahen Zusammen- 
hange steht. Die Methode der Differentialrechnung geht haupt- 
sächlich auf die Entfernung des quantitativen Inhalts einer Funk- 
tion aus, um nur seine qualitative Natur übrig zu lassen. Indem 
sie so sich wesentlich auf quantitative Bestimmungen bezieht, 
wird sie sich in einen geordneten gleichmässigen Calcut bringen 
lassen. Anders ist es in der Integralrechnung, wo die gegebene 
Funktion unter dem Integralzeichen als qualitative Beziehung auf- 
tritt. Um dieser ihrer Qualität willen ist ihre Bestimmtheit in 
untrennbarer Einheit mit ihrem Sein gesetzt und darum, wenn 
wir, wie wir es in der unendlichen Integralreibe doch müssen, 
dieses Sein in die quantitative Veränderlichkeit hineingehen lassen, 
so wird seine Veränderung oder Umsetzung sich nur so ausfäh- 
ren, dass wir mit der besonderen Natur seiner Bestimmtheit in 
beständiger Einheit bleiben. So ist die allgemeine Methode an 
etwas Quahtatives, d. h. an etwas, welches seiner Natur nach 
starr und unveränderlich ist, gefesselt, und wird daher von der 
besonderen Beschaffenheit dieser qualitativen Bestimmung ab- 
hängig sein. So wird sie nothwendig, da unendlich viele solcher 
quantitativen Besonderunge^ gedacht werden können, sich in eine 
unendhche Menge von Spccialmethoden hinein besonderen, und ein 
wirklicher conformer Integralcalcül erscheint daher von vorn her- 
ein als ein unlösbares Problem. Vielmehr, in sofern der volle 
Begriff einer Funktion in dem bestimmten Integrale sich vermit- 
telt, so werden so viele Gruppen von Funktionen resulliren, als 
wesentlich unterschiedene qualitative Beziehungen der zu integri- 
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renden Funktion gedacht werden können. Die Integralrechnung 
ist also der eigentliche Ausgangspunkt für die Theorie der Funk- 
tionen 4ind alle neuen Formen von Funktionen , auf welche ent- 
weder das Bedurfniss der Anwendungen oder die Vervollständigung 
der Theorie noch führen sollte, werden zunächst aus diesem Cal- 
cül her sich der wissenschaftlichen Betrachtung erschliessen« 
Die sogenannten einfaclien Funktionen der algebraischen Analysis 
(Potenz, Logarithmus, Exponentialfunktion, trigonometrische und 
tyklometrische Funktionen) werden zwar raerstentheils ohne seine 
Hülfe discuUrt, wie sie d6nn auch grossentheils vor der voUstän-* 
digen Ausbildung des höheren Caicüls bekannt waren. Aber schon 
die Euler*schen Integrale, die sogenannten Gammafunklifrnen und 
die umfangreiclie Theorie der elliptischen Transscendenten und 
del^leichen mehr wurzeln ganz und gar auf dem Boden der In-^ 
tegralrechnung und weisen auf die Entwickelung dieses Caicüls 
als den Gentralpunkt hin, in welchem das System der Analysis 
aus seinen strahlenförmigen Verzweigungen sich zusammen schliesst* 

9. 
Der C^UBktioneiiralciil» 

Wenn wir auf die vorhergehenden Entwickelnngen näher ein- 
gehen, so geben sie Anlass zur Feststellung eines neuen analyti- 
schen Gesichtspunktes, und dieses ist im Wesentlichen derselbe, 
welchem Lagrange's Theorie der analytischen Funktionen ihre Ent- 
stehung verdankt. 

Streng genommen haben wir bisher überall, wo wir auf die 
Betrachtung von Differentialen oder Differentialquotienten eingin-* 
gen, sie nur auf specielle Punkte der Funktion oder Curve be- 
zogen und dürfen daher eigentlich nur von singulären oder partim 
kulären Differentialen oder Differentialquotienten reden. Aber 
bereits bei dem Uebergange zu der Integralrechnung mussten wir 
diesen Gesichtspunkt fdlen lassen, und das Gesetz, nach welchem 
die sibguMreh Werthe eines Differentials in die unendliche Sum- 
menreihe eintreten, auti^iaer ihnen allen igleichmässig zukom- 
menden Beziehang heorkateü, vermöge deren sie als die auf ein- 
ander folgenden fflomente einer Funktion sich darstellten. Diesen 
neuen Gesithtspunltt wollen wir nun in tieferer Weise wieder 
aaitaelinmi md bigiinAen« 
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Der Differentialquotient soll die Natur des Flusses an diesem 
bestimmten Orte der Funktion festlegen. Indem aber die Be- 
stimmtheit desselben nicht weiter specialisirt und daher auf den 
allgemeinen Werth x der unabhängig Veränderlichen bezogen wird, 
so wird der Orenzausdruck , welcher uns den Differentialquolien* 
ten liefert, als dieses x enlhaltend offenbar wiederum eine Funk* 
tion von a: darstellen, und die speciellen Werthe dieser Funktion, 
Welche man für die verschiedenen Annahmen des x erhält, wer- 
den die specielle Bestimmtheit des Flusses in den diesen j: 
respektive entsprechenden momentanen Verhältnissen der Funktion 
festlegen. Der Differentialquotient einer Funktion von ^ stellt sich 
also wieder unter die Form einer Funktion derselben unabhängig 
Veränderlichen, und es ist ersichtlich , dass zwischen beiden 
Funktionen irgend ein Verhältniss existiren rouss, durch weiches 
das Gesetz ihrer gegenseitigen Ableitung aus einander analytisch 
bestimmt wird. Das Theorem von Ampere zeigt, wie man zu 
diesem Gesetze vermöge der transscendenten Operation eines 
Grenzprozesses gelangt: nämlich in ihm wird ausgesprochen, dass 
der Grenzausdruck 

ax A^ 

im Allgemeinen eine stetige Funktion von x sei, und dass also 
die in dem Grenzprozesse latente Unendlichkeit durchaus nicht 
den Begriff der Funktion überhaupt negire, sondern Tielmehr an 
ihr selber in eine Funktionenbildung hinauslaufe. GleichwobJ 
durfte es nicht überflüssig sein, diesen selben Schluss auch aus 
der Anlage unserer dialektischen Entwickelung zu ziehen, nnd uns 
60 der vollkommenen Uebereinstimmung zwischen den Bestimmun- 
gen der Analysis und der formalen Wissenschaftslehre zu ver- 
sichern. 

Der Begriff einer stetigen Funktion (wenn sie anders nicht 
mit der linearen Funktion ax -f h zusammengeht) fordert die be- 
ständige Veränderung ihrer momentanen Verhältnisse , und zwar 
ist diese als vermöge verfiiessender oder unendlich kleiner Ueber- 
gänge vermittelt zu denken. Die Phkirieines solchen speciel- 
len Ueberganges wird durch den Differentialcalcul erfasst, aber 
zunächst noch als ohne Zusammenhang mit den übrigen. Da 
nan das Fliessen die wesentliche Bestimmtheit eines Uebergange- 
punktes oder Verflussmomentes ausmacht Uii;! ^dtii^ Riebt von 
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ihr abgetrennt werden bann, so bedingt die stetige Variabilität, 
wekbe in den Verflussmomenten einer Funktion sich bethätigt, 
dass solche auch an ihrem Fliessen gesetzt sei. Demzufolge 
muss die Natur des Fliessens in den unendlich vielen momenta- 
nen Verhältnissen eine stetig veränderliche sein oder eine Folge 
unendlich vieler und mittelst unendlich kleiner Distanzen in ein- 
ander uberfliessender Bestimmtheiten enthalten, d« h. es muss 
ihr analytischer Ausdruck eine Funktion sein, welche das Gesetz 
für die Continuität der gegebenen Funktion darstellt, und, indem 
sie in ihre Verilussmomente aus einander geht, die besonderen 
Bestimmtheiten des Fliessens im Verlaufe der letzteren ausdröckt. 

Eben dieses ergiebt sich zufolge einer apagogischen Schluss- 
weise. Nämlich wenn man das Fliessen einer Funktion nicht als 
ein stetig veränderliches, sondern wenigstens für ein gewisses 
Intervall als ein stetig unveränderUches annähme, so hiesse dies 
nichts anderes, als die Identität oder Gleichförmigkeit des Flies- 
sens in diesem Intervalle setzen, d. h. das, bezughche Intervall 
wurde einer linearen Funktion gleich gelten und mithin in der. 
Formel ax+b seine Bestimmtheit haben ; — was im Widerspruch mit 
unserer Annahme steht, nach der wir ganz im Aligemeinen einen Zu- 
sammenhang zvsriscben zwei Veränderlichen, d. h. eine wenn auch 
bestimmte, doch vollkommen willkürliche Funktion uns zu denken 
haben, oder, in der Sprache der analytischen Geometrie gespro- 
che;), im Widerspruche mit der Natur der Curve durch keinen 
auch noch so kleinen Theil ihres Verlaufes mit einer Geraden zu- 
sammenzufallen. 

Rücksichtlich des bestimmten Integrales haben wir schon 
früher den Nachweis gegeben, dass es schliesslich mit dem Be- 
griffe der Funktion ganz und gar zusammengeht. Ja es muss 
behauptet werden, dass es die höchste Form ist, unter welcher 
die Funktion auftritt, weil es ihre Begriffsmomente nicht mehr 
in unmittelbarer, sondern in innerlich vermittelter Einheit enthält. 
Indem näher das bestimmte Integral die Ruckbeziehung von der 
Differentialfunktion auf die ursprüngliche Funktion vermittelt: so 
erscheinen die Operationen der Integralrechnung als im einfachen 
Gegensatze zu denen der Differentialrechnung. Sobald wir daher 
diejenigen Operationen festgestellt haben, welche uns zu einer 
gegebenen Funktion ihren Diflerentialquotienten liefern , so muss 
die erstere unmittelbar mit der Funktion identisch sein^ die aus 



.152 

■ 

demjenigen bestimmten Integrale resultirt, in welches d^ Diffe- 
rentialquotient hineingeht. Dies ist geradezu in den Fundamen- 
talformeln 



-f 



F (X) - F(xJ = / f(,x)dx; ^^ = /-.(jr) 



enthalten. Dieselben drücken nichts anderes aus, als dass, wenn 
wir eine Funktion F(je) kennen, deren Differentialquotient mit 
der zu integrirenden Funktion fix) identisch ist, wir un den 
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Werth des bestimmten Integrales i f{Qc)dJF zu erhalten», nicht 
nöthig haben, die unendliche Reihe 

auf direktem Wege zu summiren, sondern däss diese Summe aus 
der Funktion F(Jc) ganz einfach erhalten wird, indem man die 
Differenz zwischen ihren auf die beiden Grenzen des Integrales 
bezü^^lichen Specialwerthen bildet. Damit ist der Integralcalcül 
auf solche unter Funktionen statthabende Zusammenhänge zu- 
rückgeftihrl, welche aus der Differentialrechnung her bekannt 
sind, und sind die transscendenten Operationen, welche in diesen 
Calcöl die schwierigsten Untersuchungen' hinein bringen, zum 
Wenigsten für einen nicht unbedeutenden Theil seiner Elemente 
glöcklich umgangen worden. Dieses gilt ganz besonders Von allen 
solchen IntegraHormeln , welche letztlich alif eine der fundamen- 
talen Funktionen 

xf^, logXy c^, sinXj cosx, tgx^ arc.sinx, arc.tgx 
hinauslaufen. 

Die Integralrechnung lässt also eine solche Erklärung zu, 
derzufolge sie einfach das Zurückgehen auf diejenige Funktion ist, 
deren Differentiation auf die zu integrirende Funktion zurückführt. 
Das Integral, welches auf diese Weise bestimmt ist, pflegt man 
das allgemeine Integral einer Funktion zu nennen und hat die 
Bezeichnung 

F{x) + Const= / f(x)dx 



=/' 



eingeführt, welche demgemäss die Gültigkeit der pifferential- 
gleichung 
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dx ' ^ 

voraussetzt. Die beigefugte Constante gilt nur als ein willkür- 
licher, aber von x unabhängiger Zusatz zu der Funktion F(x)y 
weicher durch die Differentiation der linken Seite nach x wieder 
verschwindet. Man sieht leicht, wie man^ von dem allgemeinMi 
Integrale mit der grössten Leichtigkeit zu dem bestimmten ge- 
langen kann. Zu dem Zwecke setzen wir für x in die vorige 
Formel nach einander ein specielFes x ein, für welches wir die 
aligemeine Bezeichnung beibehalten, und ein anderes, weldbes 
wir durch Xq bezeichnen. Indem wir die beiden resultirendea 
Gleichungen von einander abziehen, wird der constante Zusatz 
durch Hebung hinweggehen und wir erhalten: 

F(x) — FixQ)= / f(x)dx— / f(x)dx, 

wo die Klammern unter dem Integralzeichen bedeuten sollen, dass 
man nach Vollführung der Integration, d. h. nachdem man die 
Funktion gefunden hat, deren DiiTerentialquotient gleich f{x) ist, 
in derselben nach einander x=^Xq und j:=:iC einzusetzen und 
dann die Resultate dieser Substitutionen von einander zu sub- 
trahiren hat. Indem hier die linke Seite offenbar mit dem 



Werthe des bestimmten Integrales / f{x)dx identisch ist, so 
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•^0 



sind wir berechtigt , der Charakteristik 

f(x) dx 



/' 
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neben der ihr eigentlich zukommenden Bedeutung eine in einem 
GreuEprozess sich volllluhrende Summation zu fordern noch eine 
zweite Bedeutung beizulegen, derzufolge sie die Differenz zwi- 
schen den zwei auf Xq und x bezüglichen besonderen Werthen 
derjenigen Funktion angiebt, welche durch ihre Differentiation die 
Funktion f(x) erzeugt. Das allgemeine Integral also, welches 
die Bestimmtheit dieser erzeugenden Funktion (nämlich der Funk* 
tion F{x) + Const) in sich schliesst, kann jeden Augenblick in 
das bestimmte Integral umgesetzt werden. 

Zu der Möglichkeit dieser Umsetzung ist es bedingt, dasg 
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das allgemeine Integral noch einen direkten Zusammenhang mit 
der unendlichen Summenreihe des bestimmten Integrales haben 
muss, und die$er ist näher anzugeben. Wir brauchen zu dem 
Zwecke bloss aus den Erörteriingen des vorigen Abschnittes über 
die Integralreihe dasjenige heraus zu heben, was unabhängig von 
.4er Bestimmtheit der beiden Grenzwerthe besteht: denn eben die- 
ses wird die Begriffsbestimmtbeit des allgemeinen oder unbe* 
stimmten Integrales festlegen. Dies ist offenbar die allge* 
meine Form eines Nebeneinanders , in welches die unendlich 
vielen und sich an einander drängenden Werthe des Differeniiales 
eioer Funktion hineingehen, oder ein Fluss, dessen Bestimmtbeil 
in jcfdem einzelnen Momente vermöge der analytischen Formel 
erfasst werden kann , der eben an ihm selber unendliches Flies- 
sen ohne Anfang nnd ohne Ende ist. Die Differentiale haben so 
die Bedeutung von attrahirenden Eins, die nur sind als in ein- 
ander übergehende und von den übrigen abgetrennt sich jeder 
Bestimmtheit entziehen, zu blossen Nullen oder Punktualitäten 
herabsinken, aber gleichwohl durchgehends die Natur ihrer inne- 
ren Yermittelung mit und durch die übrigen durchblicken lassen. 
So sind sie ein unbegrenztes Zusammen, welches eben so sehr 
continuirlich ist, als discret: cotitinuirlich wegen der Unmöglich- 
keit, sie für sich zu isoliren, discret, weil die Natur" ihres Flies- 
sefs oder ihre wechselseitige Beziehung, d. h. ihre wesentliche 
Bestimmtheit in jedem Momente zu ihrem besonderen Ausdrucke 
kommt. Gleichzeitig aber sind Continuität und Discretion noch 
in mangelhafter Verwirklichung« Denn die discrete Besonderung 
ist wohl in jedem Augenblicke innerlich vorhanden: aber sie ist 
machtlos, das Zusammen nach aussen hin zu besonderen; und 
die Besonderten sind wohl, als nur in der Beziehung auf die 
anderen bestehend, continuirlich: aber sie sind gleichfalls unver- 
mögend es zu einer sie alle umschliessenden Einheit zu bringen. 
Solche kann in der Unbegrenztheit ihres Fortschreitens nicht zum 
Abschlüsse kommen. Demgemäss ist das, was sehliesslich resul- 
tirt, die allgemeine Quantität, aber nicht solche, die wesentlich 
discret, oder wesentlich continuirlich ist, sondern die beides, 
Continuität und Discretion, in gleicher Vollkommenheit oder in 
gleicher UnvoUkommenheit umfasst. Die uneudlidie Reihe, wel- 
che die Form ist, unter der sie auftritt, scheint nun mehr für 
den Calcäl absolut intraktabel zu werden, und aUerdiBg» jnuss 
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man, da sie nach aussen und nach innen von einer gleicbmäsgi- 
gen Unendlichkeit behaftet int, nämlich durch das unendliche 
Hinausrücken ihres Anfanges sowie ihres Endes, und dann noch 
durch die Natur ihrer fortschreitenden Vermitt^ng,. auf eine 
Ausfuhrung. ihrer Suifimation und des Grenzprozesses, der sieb 
an ihrer Summe Tollzieht, von vorn berein verzichten. Aber, 
wenn wir uns den Gang unserer Entwickeking noch einmal ins 
Gedächtniss zurückrufen, so wird sich ihr doch eine Bedeutung 
abgewinnen lassen. 

Wir gingen von einer Funktion JF(a^) ous, um deren wis- 
senschaftliche BegrifTsbestimmtheit es uns z^ thun war, und zu 
diesem Zwecke suchten wir auf das Princip ihrer Zusammen^ 
Setzung oder innerlichen Bildung in jedem Augenblicke zurück* 
zukommen: dieses Princip fanden wir in dem Differentialquo-* 

dF(x) 
tienlen f(x) = — — -^ ausgedruckt, und es handelt sich nun um 

ax 

den Rückgang voa der letztern Funktion f(x) zu ihrer erzeugen^ 
den F (x). Wir wissen, dass derselbe sich in der unendlichen 
Integralreihe vollziehe, deren arithmetische Zusammensetzung wir 
so eben für sich fixirten, während wir die Elemente, an denen 
diese analytische Regel gesetzt ist, die Grenzwerthe des bestimm* 
ten Integrales , noch ignorirten , d. h. wir haben die äusserlicbe 
Bestimmtheit der Funktion jF^t), vermöge deren sie zur festen 
umschliessenden Einheil sowohl nach aussen als nach innen hin 
wird, noch nicht in Betracht gezogen. Demgemäss können wir 
auf die gegebene Funktion nicht in einer solchen Form zurück- 
kommen, in welcher sie als feste geschlossene Einheit auftritt, 
und wir haben die Modificationen festzustellen, unter welchen 
wir sie wieder erhallen. In dieser Absicht bemerken wir, dass, 

wenn wir von der Funktion F{x) zu der Funktion f(x) = — - — - 

' dx 

übergehen, dies f(x) bloss die innerliche Natur des Flusses der 
gegebenen Funktion in jedem speciellen Verllussakte festlegt und 
gegen die äusserlicbe Bestimmtheit der Funktion F(a;), welche 
im Allgemeinen sich als ein von x unabhängiger constanter Zu^ 
satz darstellen wird, sich ganz und gar gleichgültig verhält. Es 
müss also f{x) eben so sehr die wesentliche Bestimmtheit, das 
Princip der inneren Bildung für die Funktion f(x), als auch 
fär- den allgemeinen Ausdrudi Fix) + Const bezeichnen. Indem 
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wir in die&er Formel das jt nicht als ein«n fixen, sondern als 
einen veränderlichen Zahlenwerth nehmen, so Vfird F(x) + Canst 
Tollkommen dvdseibe unbegrenzte Einheit ausdrucken, die in der 
unbegrenzten Integralreihe liegt, und zwar gleichfalls nach zwei 
Seiten hin, einmal wegen der Veränderlichkeit des s und dann 
«ruch wegen der Willkurlichkeit des constanten Zusatzes. Aller* 
dings ist die unbegrenzte Veränderung, in der wir sowohl jr als 
die Constante uns zu denken haben, in der allgemeinen Form, 
unter welcher diese beiden Elemente sich subsummiren, nur an- 
gedeutet: aber es hindert uns nichts, dieselbe als eine wirklich 
ausgeführte zu setzen, wenngleich nur als Zielpunkt eines unend- 
lichen Progresses, in welchem wir alle möglichen Besonderungen 
jener -Elemente nach und nach überschreiten. Alsdann resnitirt 
dasselbe, was in der allgemeinen Integralreihe Torhanden ist: 
denn da das DilTerential des Ausdruckes F(x) + Const in Bezug 
auf X genommen, gleich f(x)dx wird, so ist an jedem Momente 
die innerliche Bestimmtheit jenes allgemeinen Funkiionenaus* 
druckes ganz dieselbe, wie sie in der unbegrenzten unendlichen 
Summenreihe in jedem bezügrichen Terra vorliegt, und da beide 
auch ganz denselben Mangel der Begrenzung haben, so dürfen 
si€ als identisch gesetzt werden: sie sind beide dieselbige un* 
begrenzte innerliche Vermittelung und weiter niclits. Dies ist 
also der ganz einfache logische Sinn der allgemeinen Integralr 
gleichung 
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F (x) + Const = / f(x) dxy 

wenn wir den Ausdruck der rechten Seite als einen Suraroenaus* 
druck auffassen wollen. Indessen, da eine unendliche Reihe mit 
in einander überfliessenden Gliedern, die ohne Anfang und ohne 
Ende ist, als solche sich jeder wissenschaftlichen Betrachtung 
entzieht, und der Grund hiervon nicht in dem Unvermögen der 
Wissenschaft, sondern nur in einer überflüssigen Aeusserlicbkeit 
and Zufälligkeit der Form , welche nicht nothwendig aus der Na- 
tur des Begriffes hervorgeht, liegen kann: so werden wir das- 
jenige, was an der Form entbehrlich ist, fallen lassen, von der 
Reihe als isolcher abstrahiren, und allein die wesentliche Begriffs- 
beslimmtheit, um welche es zu thun ist, für sich zu fixiren ver- 
suchen. Diese ist bereits entwickelt worden: nämlich die obige 
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Integralgleichung soll keinen andern Sinn haben als den, die we* 
sentlicbe Bestimmtheit von den unbegrenzt vielen Verflussakten 
der Funktion F(x) + Const als mit den entsprechenden Momen-* 

ten der unbegrenzten Summenreihe / f(x)dx übereinkommend 



f 

ihe / f(x)dx 



aufzuzeigen, oder mit anderen Worten, das Gesetz der inneren 
Bildung von F(^x) + Const als in der unbegrenzten Aufeinander- 
folge ihrer momentanen Verhältnisse sich bethäligend auszu- 
drucken. Nun aber ist ganz dasselbe in der Dißerentialgleichung 

djf (a?) + Const\=f(a;)dx 

ausgesprochen, wenn wir in derselben die Veränderliche x und 
die Constante nach ihrem gemeinsamen Charakter, allgemeine 
Zahlelemenle vorzustellen , nehmen. Denn sobald wir mit dieser 
ihrer Allgemeinheit Ernst machen und sie im continuirlichen 
Fortgange alle ihre Besonderungen durchlaufen lassen, so wird 
die Differentialgleichung in eine unbegrenzte Folge von Special- 
gleichungen auseinandergehen, welche gleichfalls das Bildungsge- 
setz von F(x) + Const als in der unbegrenzten Folge seiner mo- 
mentanen Verhältnisse sich verwirklichend ausdrücken. Somit ist 
in der Differentialgleichung, gerade wie in der Integralgleichung 
dieselbige unbegrenzte innerliche Vermiltelung der Funktion aus^- 
gedruckt und weiter nichts. Die Form der Reihe, wie sie in der 
Integralgleichung zu Tage kommt, ist ein Ueberfluss, der aller- 
dings einen Zusammenhang mit dem allgemeinen Begriffe hat, 
aber wesentlich nicht mehr als die Differentialgleichung aussagt: 
sie enthält lediglich als ein entwickeltes Nebeneinander, was dem 
Begriffe nach in der Allgemeinheit der Elemente der letzteren als 
Aufeinanderfolge latitirt. Mithin dQrlen wir die Form der Reihe 
fallen lassen, unter welcher wir uns nach Analogie des bestimm- 
ten Integrales das allgemeine denken mössen, und, wie vorhin 
schon auf analytischem Wege dargethan wurde, die Integral- 
gleichung 



= ff(^] 



F(x) + Const = / f(x) dx 

als eine einfache F(^ der Differentialgleichung d\F(x) + Con8t\ 
= f(x)dx oder auch 

4F{x)^f(x)dx 
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gelten lassen, in dem Sinne jedoch , dass die letztere sich 
nicht mehr auf einen iganz specielien Punkt der Funktion bezieht, 
sondern als innerhalb ihres ganzen Zusammenhanges sich bethä- 
tigend gefasst wird. Nunmehr wird die genannte Integralglei- 
^ung, sobald F{x) unbekannt sein sollte, die Forderung in^ sich 
schliessen, eine solche Funktion F{x) zu bestimmen^ welche 
durch ihre Differentiation nach x die Funktion fix) erzeugt. Nach 
ihrer logischen Bedeutung aber ergänzt sie diejenige Partie des 
vorigen Abschnittes, wo das Di£ferential als in die unendliche 
Summenreihe eintretend aufgezeigt wurde, und eben in diesem 
Zusammenhange findet auch derjenige Gesichtspunkt seine Stelle, 
vermöge dessen wir den Differentialquotienten als eine Funktion 
von X festgestellt haben. 

Wenn wir nun einen Rückblick auf die eben beendigte Dia* 
lektik des bestimmten Integrales werfen: so ist nicht zu bezwei- 
feln, dass, indem wir von ihm zu dem allgemeinen Integrale 
fortgehen, dies einen Fortschritt der logischen Entwickelung be- 
zeichnet. Analytisch ist dies in dem ausgedrückt >, dass wir die 
Funktion, um deren begriffliche Bestimmtheit es uns zu thun 
war, in einer reicheren Form wieder erhalten, als in welcher sie 
unmittelbar auftrat: es ist nämlich ein constanter Zusatz hinzu- 
getreten. Dieser Zusatz erscheint zunächst freilich nur als eine 
äusserliche Verallgemeinerung der Funktion, die mit ihrer inner- 
lichen Vermiltelung nichts zu thun hat; als etwas rein Quantita- 
tives, welches zu der Natur der in der Funktion zum Ausdrucke 
kommenden quahtaliven Beziehung sich gleichgültig verhält. Aber 
wir haben Ja im Allgemeinen schon gesehen, wie das Quantitative 
an ihm selber sich zu einem Qualitativen in ein Verhältniss slellt. 
Wenn es daher gelingen sollte, diejenigen analytischen Formen 
zu setzen, in denen dies Verhältniss zum Vorschein kommt, so 
wird der Grund zu einer höheren Verwirklichung des Begriffes 
gelegt sein: wirklich ist es die willkürliche Constante, welche die 
höhere Form der Integralrechnung, insbesondere die Theorie 
der Differentialgleichungen, bedingt, und man würde daher Un- 
recht thun, dieselbe hier in ihrem ersten unmittelbaren Auftre- 
ten, wo sie als blosser Zusatz gilt, etwa als ein geringfügiges 
Moment für die Entwickelung zu behandeln. Dies ist die eine 
Seite im allgemeinen Integrale, die andere ist die, dass es zu 
seiner begrifflichen Rechtfertigung das bestimmte Integral voraus- 
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setzt, und diese Seite ist in der neueren Zeit, im Widerspruch 
zum Theii mit der früheren Behandlung des höheren Calculs, zff 
ihrer vollen Gellung gelangt. Für die reine Analysis tritt die 
Nothwendigkeit , das allgemeine Integral ans dem bestimmten In* 
tegral her zu begreifen, in allen solchen Fällen besonders klar 
hervor, wo die Continuilät der DilTerentialfunktion oder auch der 
Integralfunktion eine Unterbrechung leidet. Wollte man hier die 
Integralrechnung in oberflächlicher Weise als die einfache üm- 
kehrung der Differentialrechnung ansehen , so wurde man in die 
gröbsten Irrthümer gerathen, und auch im Gebiete der Anwen- 
dungen würde uns diese Auffassungsweise vielfach in Widersprü- 
che hineinverwickeln. Da es uns zu weit fähren würde, die 
Wahrheit dieser Behauptungen durch direkte Beispiele zu bele- 
gen, so wollen wir uns begnügen, einfach auf die Anlage unse- 
rer logischen Entwickelung zurückzugehen. Wir gingen von 
der unendlichen Summenreihe aus und abstrahirten von der Be- 
stimmtheit, die in sie durch die beiden Grenzen des bestimmten 
Integrales hineingetragen wird. Dies gab uns letztlich den Begriff 
des aligemeinen Integrales. Ist nun diese Abstraktion von den 
beiden Grenzwerthen noth wendig, um das Letztere zu denken, 
oder setzt es die Aufliebung oder Negation der Grenzwerthe und, 
da solche nicht anders als an dem bestimmten Integrale gesche- 
hen kann, dies letztere zu seinem Begriffe voraus? Wir müssen 
diese Frage bejahen. Denn die Integralgleichung 



f (jr) + C&nst 



= / f(jx:)dx 



soll doch nur ausdrücken, dass die Funktion auf der linken 
Seite für alle die unendlich vielen Werlhe der Variabein x 
die Bestimmtheit ihres Pliessens in dem Ausdrucke f {x) 
finde: und dieses ist nicht anders möglich, als indem dies für 
jede begrenzte continuirliche Folge von Werthen statt hat, oder, 
da dies letztere in dem bestimmten Integrale gesetzt wird , wenn 
das bestimmte Integral vorausgesetzt werden darf. Das allge- 
meine Integral stellt also die allgemeine Einheit dar, welche alle 
besonderen bestimmten Integrale (der bezüglichen Art) umfasst: 
es ist ihr logisches Prius und folgeweise auch eine höhere Ver- 
wirklichung des Begriffes. 

Näher wird das allgemeine Integral als die Vermittelung sei- 
ner Begriffsmomente nur so in unser Bewusstsein hineingehen 
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l^önnen, <kss wir die in ihm liegende Unbegren0heit nach aussen 
hin als eine aufgehobene denken und dann diese Aufhebung wie- 
der neglren, oder mit anderen Worten, dass wir uns, indem wir 
die unendliche Integralreihe aU eine äusserlich begrenzte setzen, 
erst das bestimmte Integral bilden, und dann, da die Grenz- 
werlhe als allgemeine Grössen Yeränderlicli ßein müssen, durch 
die Bethätigung ihrer Veränderlichkeit in einem unendlichen Pro- 
gresse sie als bestimmte Quanta sich negiren lassen. Die Sache 
so aufgefasst, haben wir in dem bestimmten Integrale mit ver- 
änderlichen Grenzen eigentlich ganz dieselbe Begriffsbestimmtbeit 
wie in dem allgemeinen Integrale, und es ist nur eine solche 
Form für letzteres, welche der subjektiven Auffassung und häutig 
auch der Anwendung sich leichter anschmiegt Demgemäss wer- 
den mitunter auch wohl manche specielleo Partieen der Analysis, 
welche der Form nach durch die Hineioziehung bestimmter Inte- 
grale sich erledigen, im Grunde doch auf dem Boden der a)lge- 
memen Integralrechnung im engeren Sinne stehen. Von> wirk- 
lichen bestimmten Integralen kann nur da die Rede sein, wq die 
Grenzen ganz speciell bestimmte Zahlen sind, und hier ist es 
auch, wo ein eigenlhumlicher Calcül (wie z. B. die sogenannten 
mechanischen Quadraturen, die Theorie der Euler'sclien Integrale) 
sich an diese specielle Bestimmtheit anknüpfen kann. 

yVir seilen, wie schliesslich die Methode der Grenzen, und 
des unendhch Kleinen sich auf einen solchen. Standpunkt hin- 
drängt, auf welchem die Operalionen des höheren Calcüls wesent- 
lich als Operationen der Funktionenbildung gelten ; — aber gleich- 
zeitig bleibt beständig der qualitative Zusammenhang bestehen, 
welcher aus dem transscendenten Prozesse der Grenzmetbode 
hervorbricht. Indessen, indem derselbe wohl in den dem Calcuf 
eigenlhumlichen Formen, insbesondere der continuirlichen unend- 
lichen Summenreihe, sich mit vollkommener Deutlichkeit abspie- 
gelt, so wird doch durch die Summation und den Grenzprozess 
an der Summe wieder auf die gewöhnliche Form der Funktion 
zurückgekommen, in welcher ihre qualitative Natur wie als in 
ihrer Quantitätsbestimmlheit verhüllt oder verschlossen gesetzt ist. 
Dasjenige, was resultirt, ist also die bestimmte Art ihrer Ablei- 
tung aus der Differentialfunktion und die qualitative Bedeutung 
dieser Ableitung als in der Form des bestimmten Integrales aus- 
geprägt. Hiernach gehört dies beides wohl begrifflich zusammen. 
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und die Wätire Wissenschaft wird beständig ihre begriffliche Ein- 
heit zur Grundlage ihres Fortganges machen ; — aber es Jiegt 
doch auch wieder nahe das, was äusserlich getrennt erscheint, 
auch als wirklich für sich fixirt zu setzen. Hierbei ist es nicht 
wohl möglich, das bestimmte Integral als von der Form der 
Funktion losgelöst zu fassen: denn nur indem man es als mit 
letzterer identisch weiss, bekommt es eine reale analytische Be- 
deutung, sa dass man mit ihm rechnen kann. Aber die Umkeh- 
rung der Sache scheint mehr Aufsicht auf Erfolg zu versprechen. 
Denn die Beschränkung auf die Quantilätsbestimmtheit ist wohl 
auch eine Einseitigkeit: aber sie ist auf dem Boden der Änalysis 
möglich, weil sie hier in der That nur ein leerer Schein ist, die 
im Quantitativen verhüllte Qualitätsbestimmtheit immer mit gesetzt 
bleibt, und daher, wo in Wahrheit kein Widerspruch ist, auch 
kein Widerspruch hervorbrechen kann. Wenn man nun noch 
die Erwägung hinzu nimmt, dass die Art des Zusammenhanges 
zwischen der Integralfunklion und der DilTerentialfunklion für sich 
selber schon einen Calcül giebt*), so wird es nicht weiter auf- 
fallen, wenn dieser Standpunkt sich historisch geltend gemacht 
hat, und dies ist durch Lagrange's Theorie der analytischen Funk- 
tionen geschehen. 

Indem Lagrange die mit dem Grenzprozesse gesetzte Schwie- 
rigkeit, welche näher der analytische Ausdruck einer logischen 
Schwierigkeit ist, nämlich die qualitative Bestimmtheit in ihrer 
Verknüpfung mit den quantitativen Formen des Seins zu begrei- 
fen, von seinen Vorgängern durchaus noch nicht iür überwunden 
hielt, vielmehr, wenn er auch nicht im Mindesten die Wahrheit 
ihrer Bestimmungen anzweifelte, doch in der methodischen Be- 
gründung jene üeberzeugnngskraft und zwingende Strenge ver- 
missle, welche die Geometrie der Alten auszeichnet: so unter- 
nahm er den Versuch, die Elemente des höheren Calcüls vermöge 
einer selbstständigen Methode zu entwickeln, welche man die 



*) fn obiger Enlwickeiung isl bauplsächlich auf den Fall Rücksicht genom- 
men, wenn die Differentialfiinktion gegeben ist and es um die Integration der- 
selben zo thon ist. Ich brauche wohl nicht weiter aaszufähren, dass die ana* 
logen Schlüsse in Gellung bleiben, wenn umgekehrt die Integralfunklion gegeben 
ist und es sich um deren DilTerentialion bandelt. Auf diesem Standpunkte ist 
vielmehr, abgesehen von der formellen Seite, beides ziemlich dasselbe, etwa 
wie Addition add Subtraktion, oder Multiplikation und Division. 
Schwarzes Philosophie der Mathematik. \\ 
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Methode der Derivationen nennen könnte, und sie wollen wir nun 
unserer Kritik uuterwerfen. 

Der DifTerentialquotient einer Funktion heisst bei Lagrange 
ihre erste abgeleitete oder derivirte Funktion, und die Funktion, 
von welcher er genommen ist, bezeichnet er als die primitive 
oder erzeugende Punktion. Die zweite derivirte Funktion dieser 
primitiven erhält er dadurch, dass er die erste derivirte als pri- 
mitive annimmt, und qun von dieser wieder die erst^ abgeleitete 
bildet. Durch die Fortsetzung dieses Verfahrens ergeben sich 

nach und nach die 3te, 4te, kurz alle höheren Ableitungen 

der ursprünglichen Funktion. Die Bezeichnung ist äusserst ein- 
fach. Sei die primitive Funktion , 

80 sind ihre auf einander folgenden Ableitungen 

y'^ris), y'=r(^). r'=r(a?), 

und gehen dieselben ganz und gar mit den gleichnamigen Diffe- 
rentialquotienten 

dy d^y d^y 

Ix' Jx^' dx^ ' 

zusammen. Die primitive Funktion ist also der Ausgangs|>unkt, 
von welchem veri^öge formaler Operationen zu der derivirten 
übergegangen ,wird. Es kann aber auch die Saclie umgekehrt 
und von einer derivirten auf die primitive zurückgegangen wer^ 
den, und dieser Rückgang ist in dem Begriffe des allgemeinen 
Integrales gegeben, welchen wir vorhin aufgestellt haben. 

Dasjenige nun, um welches sich Lagrange hauptsächlich be- 
müht hat, ist die Peststellung des analytischen Gesetzes, vermit- 
telst dessen ohne Zuziehung transscendenter Operationen und 
demgemass durch rein algebraische Transformationen aus der 
primitiven Funktion ihre erste Ableitung hervorgeht. Denn hier- 
auf reducirt sich alles Uebrige, sowohl die Bildung der höheren 
Derivationen, als auch die Integration einer (derivirten) Funktion, 
welche auf diesem Standpunkte lediglich die Umkehrung der for- 
malen Operationen ist, durch welche die abgeleitete Funktion aus 
ihrer erzeugenden erhalten wird. Den bezeichneten Zweck hat 
nun Lagrange vollkommen erreicht, indem er die derivirten 
Funktionen als mit den Coefficienten der Entwickelung 
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identisch nachweist Aber, wenn auch das formale Gesetz ihrer 
Ableitung auf diese Manier erhalten wird, so bleibt noch immer 
die Frage übrig, welches denn die logische Natur des Verhält- 
nisses sei, in welchem die abgeleitete Funktion f{x) zu ihrer 
primitiven f^x) stehe. Lagrange hat dieses Verhältniss durch 
die Entwickelung des Binomiums f(x+h) als eine Thatsache der 
Analysis aufgezeigt; die Derivation resultirt in solcher Entwicke- 
lung aus der primitiven und ist also von ihr in Abhängigkeit. 
Hätte er den logischen Charakter dieser Abhängigkeit f»istzustellett 
versucht, so dürfte er auf die Begriffe der Grenzen und des un- 
endlich Kleinen, die er mit solcher Sorgfalt vermeidet, wieder 
zurückgekommen sein. Aber er hat dies unterlassen, wohl weil, 
so lange er sich auf dem Boden der reinen Analysis bewegt, sein 
Derivationscalcui ilim auszureichen schien. Denn die Formen der 
Analysis und ganz besonders die Funktion enthalten unmittelbar 
an ihnen selber die transscendenten Bestimmungen, welche in 
den Prozessen des höheren Calcüls zum Vorschein kommen, aber 
in ruhiger, einfacher Finheit, so dass der in ihnen latente Wider- 
sprach noch nicht hervorgebrochen ist. Das Hervorbrechen ihres 
Widerspruches, ihr Zwiespalt mit der Quantitätsbestimmtheit ist 
es, der die eigentliche Schwierigkeit der transscendenten Opera- 
tionen bedingt. Weil die Letzteren indessen schhesslich doch 
nur solche Formen des Seins erzeugen, die wiederum Funktionen 
sind, und in denen daher der bezeichnete Widerstreit gleichfalls 
noch verborgen liegt, so wird es allerdings möglich sein, den 
hervorbrechenden Widerspruch zwar nicht aufzuheben, aber doch 
zu umgehen und in seiner Verhülltheit zu belassen: man wird 
von der primitiven Funktion zu ihrer abgeleiteten gelangen kön- 
nen, ohne die ruhige Einheit der widerstreitenden Bestimmungen, 
die in beiden gleichmässig -enthalten sind, zu stören. Ja diese 
Mühe kann ganz zwecklos erscheinen, weil die Zerreissung ihrer 
Einheit am Ende doch wieder negirt, die getrennten Bestimmun- 
gen doch wieder zusammen genommen werden müssen. Indem 
also die Operationen des höheren Calcüls auf dem Gebiete der 
Analysis auf die Bildung von Funktionen hinauslaufen, so ist aller- 
dings eine Methode denkbar und berechtigt, welche die in ihnen 
enthaltene Schwierigkeit des Begriffes aus ihrer Verschlossenheit 
nicht heraustreten lässt. Aber der Begriff der Sache kleidet sich 
innerhalb der Anwendungen auch in andere Formen als die aiut- 

11* 
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Ifjtiscbep. sind, und mii dem Widerstreiiie der Formen ent»tebli 
die Nothwendigkeit ihre Identität als ein und dieselbige Begriffs- 
bostimmtlieit ausdrückend darzulegen. Das ist schon in dem Ge- 
l^iete der Geometrie der Fall und weiter ganz besonders in der 
Mechanik, Astronomie, Physik, welche letztere Disciplinen: wir 
jjsdoch, um die Grenzen unserer Abhandlung- nicht zu überschrei- 
ten, nicht weiter berücksichtigen können. 

Die Methode nun, vermöge deren der berühmte Analytiker 
der ü|)erall hervorbrechenden Schwierigkeiten Herr wird, ist^ durch* 
aus, eine preiswürdigß und eine wahrhafte Bereicherung der Ana^ 
Ijsis, Aber bei aller Anerkennung können, wir doch nicht unsbin, 
es auszusprechen, dass die Absicht, das unendlich Kleine aus 
den Elementen des höheren Calcüls zu verbannen, nicht vollstSn- 
dig: erreicht ist, dass es wohl verhüllt, aber nicht gänzlich aus. 
4^, Methode herauselinünirt ist. Um dieses zu bewahrheiten« 
vifoUen wir noch eimnal. das Problem der Quadratur einer Gurve: 
aufnehmen« 

Lagrange geht von der Annahme aus, dass der Raum, der. 
zwischen einem begrenzten Curvenbogen^ den Ordinaten der Endr 
punkte, von denen der eine als fest, der andere als veränderlich 
angenonimen wird, uqd der Abscissenaxe liegt/ nothwendig al8> 
gleichzeitig uHt dem Werthe a; der Absci^se sich ändernd irgend, 
eine Funktion von x sein müsse, und bezeichnet diese Funktion, 
mit F(jr)* Wenn nun das .r um irgend einen Zuwachs t; (wel- 
cher mit dem früheren Ajt identisch ist) zunimmt, so ist der 
Ausdruck d^s entsprechenden Flächens|,ückes F(x + i)y und die 
2wabme, um welche es sich von dem ersten unterscheidet, hat. 
zuiibrem Ausdrucke 

F<^ + t) — F(x), 
wacher also d^n. auf das lntei:vall t der Abscissenaxe bezugÜGhen 
FUtbeurmm vorstellt. 

N^men wir, nMa an» dass die giege]»ene Curve, deren^ Be- 
sti0UQätheit in der Relation y=s/'(jr) zwiscbea ihren Coordinatent^ 
ausgedrückt werden,, mög^., innerhalb des IntervaUes: x.=si-x bis. 
x-^X entweder be&t^jg steige odßr beständig falle, so zeigt 
schon; die unmittelbare, Ansicht ; eii^^r Figur (z. B. der Figur in» 
6tea AbscbnUle, wo a;=iBO, f{x)—yr=BC, i^BF, f(x+i) 
^DF ist), dass der ia Hede stehende Flächenraum, zwischen den. 
beiden Piechtecken: ifix) und. tf(0i+i) enih^Iteiisei, welcbis-duccki 



16S 

die Länge des Intei^vaRes t und dtirbh die seinen Endpunkten 
entsprechenden Ordinalen gebildet werden. Wir haben also iiä 
ersten Falle der steigenden Curve 

if{x)<:F(x+i)—'F(x)<:if(x+i) 

und im zweiten Falle der fallenden Curve 

if{x)>F(x+i)--F(x)>if(x + i), 
oder, wenn wir für die Bittoft>e F{x+i) und fix + i) ihre re- 
spektiven Entwickelungen , Dämlich 

*2 

f(x + i)=f{x)+if(x+a') 
setzen, wo (o und w' bestimmte zwischen und t liegende Zab- 
lenwerthe bezeichnen, 

if(x)<iF (»)+ -^ f"(a?+w) <t7(*) + <»/»(* 4 w') 

oder auch, wenn man mit i darchdividirt 

fix) < F {X) + -1 P' (d:+ 0,) < f(x) + */• (a; + »'). 

Der Ausdruck F{x)+ -^ F* {x + w) muss also unter ällett üm-^ 

ständen zwischen den beiden Ausdrucken f(x)unAf(x)+if{x+a') 
liegen. Das ist nicht anders möglich, als wenn der Ausdruck 

F(x)-fix)+^P^ix + w) 

seinem absoluten Wertbe iiach, d.h. abgtöehen Ton dem Vorzei- 
chen , immer klefiner als der Unterschied 

zwischen den beiden äusseren Gliedern der vorigen Üngieichüri^ 
ist, und aus dieser Beziehung def Ungleichheit folgt durch An- 
wendung' einer lelcMen dlg^braisdien Transformation: 

.^ P(x)- f(x) 

'^ f(af+(d')^iF*{x + (o)' 
Nun soll, wie klein i auch angeiieittiiden Werden möge, die^e Uti- 
gleichung beständig bestcfbeti. Offenbar aber wird sie, sobald 
F (x) — f(x) ein endlieh bestiftimtes Quantum ist, nicht statt üä- 
ben für alle diejenigen absoluten Werlhe von t, welche gleich 
oder kleiner als der Ausdruck auf d^r fechten Seite gemacht 
werden. Damit dies nicht eintreten könne, muss F'{x) — f(xj 
als Quantum verschwinden , od^i' e^ vAnss 
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F(x)^f(x)-Q also F(x)=:^f(x) 
sein, und hiermit ist das wichtige Theorem erwiesen, dass die 
Derivation der Flächenfunklion mit der Curvenfunktion identisch 
ist, und, wenn wir nun noch berücksichtigen, dass F*(x) = 

— ; — - also dF{x)=iP(x)dx ist oder 
dx 

dF{x)=f{x)dx, 

60 folgt augenblicklich die Integralgleichung 

F{x) + Consta I f{x)dxy also F(x) — F(x'q)=^/ fix) dx. 
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Der wesentliche dieser ganzen Beweisführung zu Grunde lie- 
gende Gedanke ist doch ersichtlich, dass, um fjir alle Werlhe von 
t, wie klein sie immer auch seien, eine aus der Natur der Sache 
fliessende quantitative Beziehung der Ungleichheit zu erhalten, die 
Differenz F^(x) — f(x) als Quantum verschwinden muss. Hierin 
liegt schon ein gewisses Hervorbrechen der quahtativen Bestimmt- 
heit, indem etwas, welches als Quantum verschwindet und darum 
der quantitativen Veränderlichkeit entrückt ist, die Bedingung ei* 
nes Verhältnisses der Ungleichheit mit absolut variabeln Seiten 
sein soll. Das Verhältniss der Ungleichheit wird $o durch das 
Verhältniss der Gleichheit F(x)=f(x), gesetzt: das Letztere ist 
das logische Prius für das Bestehen des Ersteren. 

Begnügen wir uns nicht mit dem analytischen Theoreme, 
dass die Derivation der Flächenfunktion mit der Curvenfunktion 
identisch ist, sondern suchen ihm einen geometrischen anschau- 
lichen Sinn abzugewinnen : so ist nicht abzusehen, wie man hier- 
bei die Vorstellung eines Grenzprozesses und mithin des unend- 
lich Kleinen vermeide. Dieser Sinn ist nun der, dass das 
Rechteck, welches ans dvr Ordinate y und der Länge des Inter- 
vallestsich zusammenzetzt,NJe mehr dasjntervall §ich verkleinert, 
um so stärker mit der Curvenflache für dasselbe Intervall zusam- 
menfliesst. Die Identität zwischen dem Rechtecke und der Cur- 
venflache hat nur statt, indem beide zu blossen Idealitäten her- 
abgesetzt werden, mit dem Verschwinden der Dimension der 
Breite. Die Bestimmtheit dieser idealen Flächenräume legt die 
Ordinate y fest. Indem aber die auf ein endliches Intervall 
sich beziehenden Flächenräume ihre Bestimmtheit In einer ooend- 
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Jirhen Menge solcher idealer Fläcbenräume Laben, welche durch 
die mit sich paralJele Bewegung der Ordinate einerseits entlang 
der Curve und andererseits innerhalb des Rechteckes entstehen; 
so haben wir wegen der Variabilität der Ordinate in der ersten 
Bewegung und wegen ihrer Unveränderlichkeit bei der zweiten 
Bewegung das beständige Auseinandergehen der momentanen Be- 
slimmlheiten, als deren continuirliches Nebeneinander die ge- 
nannten Flächenstucke sich darstellen. Es muss also ein Ver- 
hältniss der Ungleichheit zwischen beiden eintreten, und dieses 
ist hiermit in dem Verhältnissse der Gleichheit begründet, welches 
mit dem Verschwinden des Intervalles t nachgewiesen werden kann. 
Lagrange hat die Sache umgekehrt. Er geht von dem 
Verhältnisse der Ungleichheit aus und sucht von da auf das Ver- 
hältnis» der Gleichheit zurückzukommen. Der Ausgangspunkt 
für sein Raisonnement ist nämlich, dass die Ungleichung 

• 

bestehen müsse, wie klein man i immer auch annehmen möge. 
Hierin steckt die beliebige Verkleinerung des t, und Lagrange 
hat dieses auch vollkommen begriffen; er spricht selber davon — 
aber er vermeidet von einer beliebigen Verkleinerung bis zur 
Null hin ausdrücklich zu reden. Gleichwohl wenn wir die Natur 
der Ungleichung 

P{x)^ fix) 
fix + a)') — ^P'{x + w) 
in's Auge fassen, so wird, so lange Fix) — f{x) innerhalb des 
in Anspruch genommenen Intervalles endliche Zahlwerthe behält, ein 
solcher Werth von t existiren, nämlich 

. Pix) -fix) 
- fijf+(o*)-^iP'(x+a)) ^' 
dass für alle kleineren Werthe von t die rechte Seite ihrem ab- 
soluten Werthe nach immer grösser als die linke Seite ausßUt, 
d. h. die Ungleichheit nicht mehr statt hat. Sie wird vielmehr 



♦) Um den Werlh t' zu berechnen, hal man fftr f(a;-f-«') und F'(a; + «) 
ihre Werthe als Funktionen von i und x in die Gleichung 

ijr(*+<»')-if"(»+«)j-JF'(i;)-r(*)[=o 

eiozuselzen, die entstehende algebraische oder transscendente Gleichung nach t 
zu ordnea und alsdann ihre Wurzeln t' zn berechnen. 



168 

uro ßo stärker in ihr Gegealheil verkehrt, je weiter man die Ver- 
kleinerung von t treibt. Weil nun t als ein willkärJiches Zahl- 
eljo^ent beliebig klein angenommen werden darf, so ist die Un- 
gleichung nicht anders zu retten, als durch die Annahme P(j;) — 
f{x) =^ 0. Aber offenbar wird in diesem Raisonnement die Will- 
kurlichkeit von t in dem Sinne gesetzt, dass sie die Verkleinerung 
bis zur Null bin gestattet, und es liegt ihm also dieselbe be- 
ständige Abnahme von t zu Grunde, welche das Wesen des Grenz- 
prozesses ausmacht. Denn wollte man diese Abnahme nicht ge- 
radezu in die Null hipein, sondern nur bis zu einem gewisseo 
endlichen Zahlwerlh Z hin als ihren Grenzpuukt gerichtet sein 
lassen: so wäre, wenn zufällig Z<Ct' sein sollte, allerdings die 
obige Ungleichung ebenfalls ein Widersinn, wenn Pix) — f{x) 
yön Null verschieden wäre. Aber bei der Willkurlichkeit von x 
und in der Zusammensetzung der Funktionen f(x) und F(x) 
konnte es eben so gut kommen, das Z>t wäre, und dann würde 
die Ungleichung auch fnr den Fall selber bestehen können , wenn 
F'(pp) — f{x) einem endlichen Zahlenwerthe gleich wäre. Es fiele 
also jeder Grund zu d^m Schlüsse hinweg, dass F{x) — f{x) 
als Quantum verschwinde. Um also auf jeden Fall einen solchen 
Grenzpunkt für die Verkleinerung von t zu haben, dass wir, um 
den Bestand der Ungleichung zu retten, zu ^inem zwingenden 
Schlüsse genölhigt sind, bleibt nichts anderes übrig, als nicht 
etwa bei diesem oder jenem bestimmten Grenzwcrthe stehen zu 
bleiben, sondern geradezu die Verl^leinerung nach der Null hin 
convergiren zu lassen. Hierin sind wir um so niehr gerechtfer- 
tigt, als wir durch unsere Annahme» die Curve nur innerhalb 
eines solchen Intervalles zu betrachten, in welchem sie entweder 
beständig steigt oder beständig fällt, häufig verbunden sein wer- 
den das Element nicht über eine gewisse Grösse hinaus zu neh- 
men, aber keinesfalls ein Grund vorliegt, sein? beliebige. Ver- 
kleinerung zu beschränken — wie denn auch Lagrange $ich jeder, 
derartigen Beschränkung enthalten hat. 

Zufolge des von uns eingeführten Sprachgebrauches ist also 
in seiner Argumentation das Element t eine unendlich kleine 
Örösse; nur der Unterschied findet statt, dass im Grenzprozesse 
dasjenige, was aus der unausgesetzten Verkleinerung einer Grösse 
resultirt, als sich deckend mit dem, was aus dem Nullzustande 
derselben folgt, aufgewiesen wird. Hier ist nur das Erstere in 
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die Beweisfahrirag bineiDgeiMMninen : aber das Letztere ist, wenn 
es auch nicht ausdrücklich erwähnt wird, doch tbatsichlich yor-f 
banden.. Ura dieses zu zeigen, geben wir auf die Ungleichung 



zurück und lassen das i sich geradezu annulliren. Dadurch wer- 
den die beiden Grenzen fix) und fix + i), zwischen denen 

: beständig enthalten sein soll, sofort in eine ein- 
fache Identität zusammengehen und die zwisdienliegende Grösse 

. muss sich auch auf dieselbige identische Bestimmt« 

heit reduciren : unsere Ungleichung wird sich so in die Gleicliung 

pix-\-i)—F(x) 
umsetzen, und .sehen wir zu, was nach Lagrange — -- \ — -— unter 

der Voraussetzung von t=0 bedeutet, so ist es geradezu F(x). Näm« 

lieh dass das Verhältniss -^^ . ein Verbältniss mit annullir> 

ten Verbältnissmomenten ist, dieses wird bei ihm nicht weiter urgjrti 
als für das Gesetz der Ableiti^ng der Funktion P (x) überflüssig. 
Vielmehr indem ganz im Allgemeinen die Gleichung 

F(x + i) *»F(a7) + t f> ix) + -Y F" (x + o)) 

besteht, so ist die Reduktion des Ausdruckes 

F{X + i) Fix) rr.^ X . «* r.i^ . 

-^--~ = P(x) + -^ F\X + (O) 

auf den i^usdruck Fix) unter der Annahme t = ein analytisches 
Faktum. Auf diese Weise tritt natürlich nichts von der innere^ 
Beziehung hervor, welche das Wesen der Sache zu der Fprp^ 
ihrer Darstellung hat; aber auf dem Standpunkte von Lagrange 
ist das vollkommen consequent. Der DilTerentialcalcül hat für 
denselben nur den Zweck, ein System analytischer Formen auf- 
zustellen, die erst in den Anwendungen eine bestimmte Bedeutung 
gewinnen, und um dieses zu erreichen, ist es allerdings statthaft, 
lediglich dasjenige, wa^ aus der Annahme t = resultirt, in die 
rein analytische Betrachtung aufzunehmen: so ist er eine blosse 
Ableitungsreicbnupg. Di^, BegriifsbesMiiiiaitheit^ weiche die AhUi- 
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tungen Bezugs ihrer erzeugenden Funktionen haben, tritt erst in 
den Anwendungen hervor, und in diesen ist es darum erforderlich, 
dass die Manier, wie jene AnnuUation sich als stetiger Prozess 
vollführt, unter irgend einer Form in Betracht gezogen wird. 

Der Kern der ganzen höchst merkwürdigen Argumentation 
ist also wesentlich darin zu suchen, dass die beiden Momente 
des unendlich Kleinen, das sich Annulliren und die Vermittelung 
dieses Annullirens durch den negativen Prozess fortwährender 
Verkleinerung aus einander gehalten werden. Sic treten beide 
für sich auf» das Erste in der Behandlung des DilTerentialcalcö/s 
für sich, das Zweite in der Theorie der Anwendungen. Formell 
ist daher der Begriff des Unendlichen glücklich umgangen, aber 
sachlich dürfte sein Vorhandensein schwerlich abgeleugnet werden 
können. In dem Auseinanderhalten der beiden allerdings einander 
widersprechenden Momente dieses Begriffes liegt denn auch der 
Grund für die Strenge und Ueberzeugungskraft der Beweisführung; 
— aber auf der anderen Seite möchten wir behaupten, dass die 
Methode eben um das Gewaltsame dieser Trennung von Zusam- 
mengehörigem wieder auszugleichen einen z\\ grossen Aufwand 
künstlicher Mittel erfordert (man vergleiche z. B. das Problem 
der Rektifikation einer Curve bei Lagrange) und sie naag daher 
wohl ihre Stelle in den Elementen behaupten, wenigstens für die 
wichtigsten Probleme, aber namentlich um desswillen, damit sie 
alle etwaigen noch übrigen Zweifel an der Begründung der Me- 
thode des unendlich Kleinen hebe. Die Letztere dürfte sowohl 
wegen der Leichtigkeit und Einfachheit, die ihre Anwendung in 
so hohem Maasse auszeichnet, als auch wegen der Vernunftge- 
mässheit ihres auf die Natur der Sache gegründeten Ganges wohl 
unter allen Umständen der Derivationsmethode vorzuziehen sein, 
welche für die Anwendung ohnedem noch eine zweite Methode 
fordert. 

10. 

Hegels Terhftltniss mu Iiagranges Derivationcaleül* 

Hegel rühmt mit Recht die Strenge und WissenschafÜicbkeit 
der Argumentation, durch welche Lagranges Theorie der analyti- 
schen Funktionen sich empfehle; — aber gleidiwohl sdlieint er 
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ibo eben so wenig verstanden zu haben, als es ihm mit dessen 
Vorgängern Newton, Leibnitz, Euler gegangen ist. 

Seine Kritik der Methode, vermöge deren sich Lagrange in 
den Anwendungen bewegt, bezieht sich speciell auf ihre Anwen^ 
düng zur Bestimmung der analytischen Gleichung der Tangente« 
Lagrange deßnirt nach dem Vorgänge der Alten die Tangente an 
eine Curve als eine solche gerade Linie, dass zwischen ij^r und 
der Curve, mit der sie einen Punkt gemeinschaftlich hat, keine 
andere gerade Linie, die gleiclifalis in diesen Punkt fiele» durch- 
gehen könne. Um dieses analytisch auszudrücken bemerken wir, 
dass die Gleichung einer beliebigen Geraden, welche durch den 
Punkt (y, x) der Curve geht, 

sei, wo t] und ^ die laufenden Coordinaten der Geraden bezeich- 
nen. Gehen wir nun über den Punkt (y» jt) dieser Geraden 
hinaus zu einem solchen über, der in der Distanz t auf der 
Abscissenaxe von ihm entfernt liegt : so wird die Abscisse ^' des- 
selben gleich x+i und die Ordinate fj* gleich g + ai. Sei fer- 
ner die Gleichung der Curve y=/'(x), so wird derselben Abscisse 
x'==x+i die Ordinate y'^=^f{x + i) der Cui've entsprechen, wo 
für y* noch seine Entwickelung 

y'^==fis)+tf'(x) + j f"(x + io) oder 

gesetzt werden kann. Demgemäss wird die Differenz der Ordi- 
naten tj' und y\ von denen die eine der geraden Linie und die 
andere der Curve für den durch den Werth j: + i der Abscisse 
festgelegten Punkt angehört, offenbar 

zum Ausdrucke haben. Da nun die Gleichung rj — y=^a(^ — x) 
wegen der Willkürlich^eit des a alle die unendlich vielen Gera- 
den ausdrückt, die durch den Punkt (y, x) gehen, so kommt es 
darauf an, denjenigen speciellen Werth von a zu bestimmen, für 
welchen der geforderten Bedingung Genüge geschieht. Wenn nun 
die Berührende gezogen ist, und zwischen ihr und der Curve noch 
eine andere Gerade liegen könnte, so müsste der absolute Werth 
von y' — f]', wenn er sich auf erstere bezieht, grösser sein als 
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tu dem Falle, in welchem er sich auf cli6 letztere Clenide bezieht. 
Da aber eine solche Gerade, 'wie die zweite, durch die Natur un- 
tres Problemes ausgeschlossen ist, so inuss der Ausdruck, wenn 
er auf die berührende Gerade gehen soU, den Ueinsten Werlh 
bekommen unter allen denen, welche fdr dk verschiedeMn An- 
nahmen von a möglieb sind. 

Soweit stimmt Hegel vollkommen mit Lagrange überein. 
Zwar es „kommt, gleichfalls das berüchtigte increment hinein; 
aber der hier gemachte Gebrauch ist berechtigt und nothwendig: 
er fällt in den Umkreis der Geometrie/' Er erläutert dies wei- 
ter (pag. B47) dahin, dass durch die angegebene Erklärung der 
Tangente „die Qualität der Tangente oder Nicht- Tangente auf 
den Grössenunterschied zurückgeführt und diejenige Linie der 
Tangente ist, duf welche die grössere Kleinheit schleehtbin in 
Ansehung der Determination, auf welche es ankommt, falle/* 
Es handelt sich nun darum, wie diese grössere Kleinheit in der 
analytistchen Formel zum Ausdrucke komme, oder die Bedingan- 
gen anzugeben, unter welchen der Ausdruck 

seinen kleinsten Werth bekommt, und Lagrange findet, dass der 
Ausdruck f{x) — a verschwinden oder a^=^f{x) sein müsse» Die 
Gleichung der Tangirenden wäre also 

1?— y=/'(jp)(|— 0?) 
in Uebereinstimmung mit der früheren Entwickelung. In der 
Tkat ist leicht einzusehen, dass der Ausdruck 

seinen kleinsten Werth bekomme, wenn das erste Glied sieh aiN 
nuUirt. Denn wenn wir unter a einen solchen Zahlenwerth verste- 
hen, der entweder grösser oder kleiner als f(x) ist, so dass f (a?) — a 
von & verschieden ausfäUt, so wird ohne Bücksieht auf dasZeidien 



ijrW- 



(^ 



«1+ 2-r(*+w), 

wenn man i nur klein genug annimmt, zuletzt immer grösser 
werden als der Ausdruck -^ f*{x + io). Nämlich auch im un- 

günstigsten Falle, in welchem i{f*{x) — a) und -^-/''(ä + cci) 
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verschiedene Vorzeichen haben, wird für alie Werthe von^, dte 
absolut genommen kleiner als - ^ — -- sind, dieser Unglei- 
chung genügt. 

Hierüber ist es nun, dass Hegel ganz eigenthümiiche Ansich-^ 
ten entwickelt. Er fährt in der abgebrochenen Stelle fort: 

„Diese scheinbar nur relative Kleinheit enthält' durchaus 
nichts Empirisches, d. i. ein von einem Quantum als solchem Abhän- 
giges, sie ist qualitativ durch die Natur der Formel gesetzt, wenn 
der Unterschied des Momentes, von dem die zu vergleichende' 
Grösse abhängt, ein Potenzenunterscbied ist, indem derselbe auf 
rund t^ hinauskommt, und t, das zuletzt doch eine Zahl bedeu- 
ten soll, dann als ein Bruch vorzustellen ist, so ist t^ an uild 
für sich kleiner als t, so dass selbst die Vorstellung von einer 
bdiebigen Grösse, in der man t nehmen könne, hier überflüssig 
und sogar nicht an ihrem Orte ist. Eben damit hat der Erweis 
der grösseren Kleinheit nichts mit einem unendlich Kleinen zu 
Ihun, das hiermit hier keineswegs hereinzukommen hat.'' 

Das Moment, von dem die zu vergleichende Grösse 

abhängt, ist der Zusatz : und wenn es ausgesprochen wird, dass die' 
scheinbar nur relative Kleinheil des Ausdruckes y' — rj* nichts Empi- 
risches oder von einem Quantum als solchem Abhängiges enthalte, so 
können wir das auch noch zugeben : denn sachlich ist sie durch die 
qualitative Natur des CurvenOusses gesetzt, und wenn diese Abhängig- 
keit für die analytische Formel auch von t herkommt, so ist t 
hier doch nicht ein Quantum tls solches, in sofern wir es nicht 
als fixe Zafalengrösse festhalten, sondern als in einer beständige^ 
Veränderung, in einem beständigen Hinausgehen über seine Be-- 
slimmtheit begrifl*en. Nämlich wenn schon die Argumentation 
bloss die Allgemeinheit des t voraussetzt, so ist gleichwohr das 
Wesentliche, dass von einem gewissen Werthe des t ab alle dar- 
unter liegenden Werthe die Ungleichung erfüllen, und es ist nicht 
etwa bloss ein specieller unter ihnen, dessen wir benöthigt sind, 
sondern sie sind alle gleichmässig in Anspruch zu nehmen. In- 
dem wir nun von jedem Werthe des t zu dem unmittelbar dar- 
unter liegenden übergehen, so ist hierin die Näherung nach der 
Null hin enthalten, und dass diese Bewegung des t in sein Ver- 
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schwitiden hinein die Hauptsache ist, das ersieht man daraus, 
dass, wenn wir einen endlichen von Null verschiedenen Zahlen- 
ausdruck i* als die feste Grenze für diese Bewegung annehmen 
wollten, und die darunter liegenden Werthe von i demzufolge der 
Ungleichung 

nicht genügten, dass dann eine gerade Linie existiren müsste, 
welche innerhalb des Intervalles ^=jr und | = ar+i' zwischen 
der Curve und der Tangente sich befände. Der Charakter der 
Tangente erfordert es aber, eben wesentlich in der Nähe des Be- 
rührungspunktes, dass dies unstatthaft ist. *) — Dieses Alles vor- 
ausgesetzt, giebt es auch noch einen vernünftigen Sinn, wenn t^ 
als an und für sich kleiner als i bezeichnet wird. Denn in der 
Bewegung des t nach der Null hin, d. h. wenn i eine unendlich 
kleine Grösse ist, ist es die Natur des Ausdruckes 



« j r C-«^) — flj + -2^' ^^ "^ ^^ 



t^ 



langsamer abzunehmen als der Ausdruck ~^ f" ix + (o) 

und es folgt mithin, dass irgend einmal dies in dem Wesen 
der Sache begründete Verhäitniss auch thatsächlich hervor- 
trete , oder es wird irgend ein Werth von t existiren, so 
dass von da ab für alle kleineren Zahlenwerthe von % der erste 
Ausdruck wirklich grösser wird als der zweite. 

Aber Hegel scheint anderer Meinung zu sein. Denn er sagt 
ausdrücklich, dass die Yorstallung von einer beliebigen Grösse, 
in der man i nehmen könnte, hier überflüssig und sogar nicht 
an ihrem Orte sei. Wir müssen einräumen, dass die weitere 
Folgerung aus dieser Behauptung richtig ist, nämlich dass das 
unendlich Kleine in [.agrange's Methode nicht hineinkomme. Aber 
einmal hat Hegel es dem Scharfsinn seiner Leser überlassen, sich 



*} Hingegen, wenn wir durch den Derahrungspunkt eine beliebige Sekante 
ziehen, so wird dieselbe in der Nähe ihres zweiten DurchschnilUpiinkles, d. h. 
in einer gewissen endlichen Entfernung von dem Berührungspunkte der Tan- 
gente, allerdings zwischen der Curve und der Tangente liegen, wenigstens der- 
jenige Theil, welcher in der Verlängerung der Sehne über den genannten Punkt 
hinausreichl und für diesen Theil wird auch unser Ordinalcnunterschied kleiner 
seio, als er (or die Tangente wird. 
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die Demonstration so einzurichlen , dass die Beliebigkeit des i 
herausfalle, sowie er es auch nicht für gut befunden hat, den 
fixen Zahlenvverth , welchen i alsdann doch wohl haben muss, 
näher zu bestimmen, und dann, sobald man ihm das alles 
auch auf Treu und Glauben einräumen wollte, sinken seine vor- 
hergehenden Erörterungen in ein leeres Nichts zusammen — zu- 
nächst freilich nur unsere eben entwickelte Interpretation derselben» 
die er vielleicht von vorn herein verworfen haben durfte. Aber 
er bat es unterlassen sich bestimmt über das zu erklären, was er 
eigentlich meint, und wir sind unvermögend, aus diesem Chaos 
von Bestimmungen eine Deutung zu finden, die wir als mehr in 
seinem Sinne gedacht zu bezeichnen wagen. Sonach bleibt nichts 
übrig, als kraft des guten und unbezweifelten Rechtes, welches 
Lagrange*s Entwickelungen bisher stets zuerkannt worden ist, so 
lange gegen IlegeFs Ausdeutungen derselben als leere und inhalts- 
lose Protest zu erheben, als der bestimmte analytische Sinn der 
Deutung nicht dargelegt wird. Oder wenn er (in unserm Sinne 
allerdings mit voller Berechtigung) meint, dass die erwähnte 
Kleinheit des Ordinatenunterschiedes qualitativ durch die Natur 
der analytischen Formel, als eines Potenzenunterschiedes, gesetzt 
sei, sollte wirklich das Dunkel dieser Behauptung sich vermin- 
dern, indem er behufs ihrer Erklärung (wohl specieil sich auf 
das „qualitativ** Gesetztsein beziehend) das i^ als „an und für 
sich kleiner" als i bezeichnet? Wir wollen es auf sich beruhen 
lassen, da den leitenden Faden in diesem Labyrinthe widerspre- 
chender unklarer Behauptungen zu finden uns hofi'nungslos dünkt: 
aber wir vermögen wenigstens die Bemerkung nicht zu unterdrü- 
cken, dass die Lobpreisung Lagrange's, welche Hegel der zuletzt 
angerührten Stelle vorausschickt, sich etwas zweideutig ausnimmt, 
wenn er gerade das, was den Nerv des Beweises bei jenem aus- 
macht, nämlich die Beliebigkeit des i mit dürren Worten eliminirt. 

Wir wollen nun näher auf das Verhältniss eingehen, in wel- 
chem Hegel zu Lagrange*s Derivationscnicül steht, und die Ver- 
geblichkeit seiner Bemühungen nachweisen, welche um die Fest* 
Stellung seines logischen Sinnes zeigen. 

Das Wesen des höheren Calcüls soll nach Hegel nicht in den 
formalen Bestimmungen enthalten sein, sondern erst in den An- 
wendungen hervortreten. Aber die Behauptung ist an sich sel- 
ber ein Widerspruch. Wenn der höhere Calcül die allgemeineui 
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Formen hefg^ebt, fvelche in den vielfältigen Anwendungen auf 
Geonoetrie, Mechanik, Physik ihre bestimmte Bedeutung erbalten, 
so müssen dodi diese allgemeinen Formen in ihnen selber eine 
£K)lc!he Natur haben , dass sie jene Bedeutung adäquat zur Dar- 
stellung zu bringen auch wirklich geeignet sind. Es miiss also 
irgend ein allgemeiner Gedanke existiren, der eben so sehr auf 
den verschiedenen Gebieten der Anwendung, als in den formalen 
Kategorien der abgeleiteten oder erzeugenden Funktion sich ver- 
wirklicht vorfindet, und derselbe wird denn auch in der Methode 
des unendlich Kleinen aufgezeigt. Gehen wir die GesammtheiC 
der Anwendungen durch, so werden wir überall auf die Katego- 
rien der Veränderlichkeit und der Gonlinuität hingetrieben, we- 
nigstens sobald wir die Natur der Sache ausdrucken wollen , und 
eben diese Kategorien sind es ja auch, welche vermöge der Dif- 
ferentialrechnung und der Integralrechnung sich dem denkenden 
Subjekte erschliessen. Der bloss verstandigen Betrachtung liegt 
es nahe, den Begriff von der Form, unter welcher er sich stellt, 
abzutrennen, zumal wenn der Widerspruch seiner Momente in 
aller Schärfe hervorbricht, und nidits anders' hat. Lagradge unter- 
nommen, als er, zunächst um methodischer Bedenken willen, die 
Operationen des höheren Calcüls ohne alle Rucksicht auf ihre 
eigentliche Bedeutung als reine Pro2esse der Funktionenbildung 
nahm und weiter in den Anwendungen die reale Bedeutung dieser 
FufiktioiieBbildung nachwies. 

Dass ein solcher Standpunkt irgend einmal sich geltend 
mache, ist nothwendig und beifeatn. Der Verstand muss sich 
kritisch gegen den Begriff verhalten und durch das scharfe Her- 
vorheben seiner Bestimmtheiten ifam zersetzen, ehe er aus der 
Unmittelbarkeit seines Seins als vermittelte Einheit in unser Den- 
ken hineingehen kann. In der That ist auch Lagrange, wenn 
man von seinen ausserordentlichen Verdiensten utn die Weiter- 
entwickelung der Wissenschaft absieht, besonders dadurch in der 
Entwickelung der Analysis Epoche machend, dass die kritische 
Richtung derselben, welche mit der Sichtung und Sicherung der 
erworbenen Schätze sich zu thun macht, vornehmlich mit ihm 
anhebt. Demgemäss wird es nicht mehr befremden, dass La- 
grange den Derivationscalcul schuf: aber wie Hegel gerade diesen 
Standpunkt hat aufnehmen können, das ist schwer begreiflich. 
Hegel ist der Philosoph, der die Einheit des Begriffes als bedingt 
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durd das Zusammengehen seiner widersprechenden Momente her- 
Torhebt» der gegen die vierständige AufTa^sung in der Wissenschaft 
80 heftig polemisirt, weil der Begriff mehr sei als die Angahe 
seiner wesentlichen Bestimmtheiten, der Form und Inhalt nicht 
Ton einander abtrennen will, sondern beide als gegenseitig sich 
bedingend, als durch einen nothwendigen Zusammenhang ver- 
knüpft ansi.eht. Gleichwohl ist ihm das Wesen des höheren Cal- 
cüls erst in seinen Anwendungen erschlossen : somit ist dieser das 
Erzeugen von an und für sich inhaltlosen, d. h. begrifflosen For* 
men, und Hegel selber spricht sich (pag. 871) darüber wie folgt aus: 

„Es kann zunächst für ein Belieben oder eine Möglichkeit 
ausgegeben werden, eine Gleichung von den Potenzen ihrer ver- 
änderlichen Grössen aui ein Yerhältniss ihrer Entwickelungsfunk- 
tionen zu setzen; ein weiterer Zweck, Nutzen, Gebrauch hat 
erst das Dienliche solcher Umgestaltung anzugeben: durch ihre 
Nützlichkeit allein ist jene Umstellung veranlasst worden/^ 

Nun steht es freilich historisch fest, dass die Anwendungen 
eher waren als die Theorie der höheren Hcchnung; wenn mau 
will, kann man das unendlich Kleine bis auf Archimedes zurück- 
führen. Aber der geniale Gedanke der Erfinder des Differential- 
und Integralcalcüls, aus den allgemeinen ji^ne Anwendung beherr- 
gehenden Principien sich das System des höheren Calcüls zu ab- 
strahiren — dieser geniale Gedanke ist nicht etwa aus trockenen 
Nützlichkeits- oder Bequemlichkeils- Rücksichten entsprungen: er 
ist die nothwendige Geburt der wissenschaftlichen Forschung, 
welche aus der Mannigfaltigkeit der Erscheinungen sich in die 
einfache Innerlichkeit, das einfache Wesen des Principes hinein 
versenkt. 

Hegel mag vielleicht ein gewisses Gefühl gehabt haben, dass 
es doch ein starker Widerspruch mit seinem eigenen Systeme 
wäre mit einer Wissenschaft, die nur in leeren und abstrakten 
Formen sich bewegen soll , einzig im Vertrauen auf unbestimmte 
Versprechungen bin sich zu befassen und sich nicht einmal auf 
logischem Wege zuvor dessen zu versichern, dass die Verspre- 
chnngen einen reiten Hintergrund haben, oder die Natur jener 
Formen die verheiss'ene Frucht in sich aufzunehmen fähig sei. 
Wenigstens, ohne jedoch von seiner früheren Behauptung abzu- 
geben, versucht er, ein gewisses Princip der Differentialrechnung 
aufzustellen. Dieselbe soll nämlich die Herabsetzung einer Giei- 
Schwarz's Philosophie der Mathematik. 12 
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chung auf niedrigere Potenzen, also eine Depotenzirung beab- 
sichtigen. Ihre Anwendung soll daher überall statt haben, wo 
das Bedörfniss vorhanden sei, von einer höheren Potenzbestini- 
mung zu einer niederen überzugehen. Es ist der Muhe werth, 
näher auf den Gedankengang Hegels einzugehen und das Leere 
und Haltlose seiner Entwickelung offen zu legen. Um ihm aber 
nicht Unrecht zu thun, wollen wir das Wesentliche des ganzen 
Zusammenhanges, in welchem er (pag. 330, 33], 332) seine 
Ideen über den Zweck des DifTerentialcalcüls vorträgt, in mög- 
lichster Kürze zusammenfassen. 

Die quahtative Grössenbestimmtheit ist in dem Potenzenver- 
hältniss enthalten, und da die Differentialrechnung das Specifische 
hat mit qualitativen Grössenformen zu operiren, „so muss ihr 
eigenthümlicher Gegenstand die Behandlung von Polenzfbrmen 
sein, und die sämmtlichen Aufgaben und deren Auflösungen, zu 
deren Behuf die Differentialrechnung gebraucht wird, zeigen es, 
dass das Interesse aliein in der Behandlung von Potenzbestim- 
mungen als solcher liegt. ^* Das Eigenthümliche der Gleichungen, 
mit denen sich der höhere Calcül befasse, ist daher darin zu su- 
chen, „dass in ihnen zwei oder mehr Grössen zu einem Ganzen 
der Bestimmtheit so verbunden sind, dass diese erstens ihre Be- 
stimmtheit in empirischen Grössen als festen^ Grenzen und dann 
in der Art der Verbindung mit denselben, sowie ihrer Verbindung 
unter eioinder haben;' und dass zweitens eine Seite, wie diese 
Grössen hier ihre Bestimmtheit haben, darin liegt, dass sie 
(wenigstens eine derselben) in eiber höheren als die erste Potenz 
in der Gleichung vorhanden sind. ■* 

„Die Grössen nach der ersten der angegebenen Bestimmun- 
gen haben ganz nur den Charakter solcher v^ränderiichea Grös- 
sen, wie sie in den Aufgaben der unbestimmten Analysis vor- 
kommen. Ihr Werth ist unbestimmt, aber so, dass, wenn anders 
woher ein vollkommen bestimmter Zablenwerth für die eine 
kommt, auch die andere bestimmt, so die eine eine Funktion 
der anderen ist." 

Hegel macht nun einen kühnen Gedankensprung; er bleibt 
bei den so resultirenden zusammen gehörigen zwei Specialwerthen 
der Veränderlichen stehen und ignorirt die übrigen, die er viel- 
mehr als in einer gleichen Vereinzelung dastehend zu fassen 
scheint. Sie sind aber alle in gleicher Weise durch die allge- 
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meine Form der Funktion bedingt und haben so an ihnen selber 
einen Zusammenhang, dessen Ergröndung, wie wir wissen, auf 
die Kategorieen der Veränderlichkeit und Continuitat hinfuhrt. 
Dies alles lässt Hegel unbeachtet und, indem er bei der gewon* 
neuen Beziehung zwischen zwei bestimmten Grössen oder Werthen 
der Veränderlichen, die sich zunächst als eine einzelne, für sich 
seiende, oder, wenn man lieber will, als ein Punkt der Funktion 
ergab, stehen bleibt: so meint er wahrscheinlich die logische 
Noihwendigkeit, zu den Begriffen der Veränderung und der Con- 
ünuiiäi fortzugehen, glucklich beseitigt zu haben und fügt der 
abgebrochenen Stelle folgende Schlussfolge bei, deren Zusammen- 
hang mit dem Vorhergehenden er denn auch selber vertreten mag: 

„Die Kategorieen von veränderlicher Grösse, Funktion und 
dergleichen sind darum für die specißsche Grössenbestimmtheit, 
die hier in Rede steht, nur formell (!), weil sie von einer Allge- 
meinheit sind, in welcher dasjenige Specifische, worauf das ganze 
Interesse des Differentialcalcüls geht, noch nicht enthalten ist, 
noch daraus durch Analyse explicirt werden kann ; sie sind für 
sich einfache, unbedeutende, leichte Bestimmungen (!), die nur 
erst schwierig gemacht werden, in sofern das in sie gelegt wer- 
den soll, damit es denn aus ihnen abgeleitet werden könne, was 
nicht in ihnen liegt, nämlich die speciäsche Bestimmung der Dif- 
ferentialrechnung. " 

Nachdem Hegel so mit einem philosophischen Machtworte die 
entgegenstehenden Ansichten beseitigt zu haben wähnt, fährt er 
fort, die Natur des Potenzenverhältnisses zu beschreiben, in so- 
fern es in dem höheren Calcül betrachtet wird. „Die specifisohe 
Unbestimmtheit, die die Veränderlichen hier haben, liegt allein 
darin, dass sie in solchen Potenzenverhältnissen Funktionen von 
einander sind. Dadurch ist die Veränderung der veränderlichen 
Grössen qualitativ delerminirt, damit continuirlich, und diese Con- 
tinuität, die für sich wieder nur die formeile Kategorie überhaupt 
einer Identität, einer sich in der Veränderung erhaltenden, gleich- 
bleibenden Bestimmtheit ist, hat hier ihren determinirten Sinn, 
und zwar allein in dem Potenzenverhältnisse, als welches kein 
Quantum zu seinem Exponenten hat und die nicht quantitative, 
bleibende Bestimmtheit der veränderlichen Grössen ausmacht/' 

Abgesehen von dem Hegel eigenthümlichen Auseinanderhalten 
der Begrifife von Potenzenverhällniss und von Funktion, dereo 
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Unterscbiede wir übrigens gleichwohl nirgends von ihm bestimmt 
angegeben finden, und abgesehen von dem, wie uns dünkt, feh- 
lenden Zusammenhange zwischen den einzelnen Schlussfolgen *) 
ist hiermit die Natur der Sache richtig erfasst, wenn wir andere 
dad Raisonnement in seinem Sinne verstehen. Die Conse4)uenz 
aber, mit welcher Hegel, nachdem er eben erst die Kategorieen 
von Veränderlichkeit, Funktion und dergleichen, so wie in der 
vorhergehenden Anmerkung auch die Gontinuität aus dem Gebiete 
des höheren Calcüls hinausgewiesen hat, nunmehr „die speci- 
fische Unbestimmtheit, die die Veränderlichen hier haben*' darin 
findet» dass sie im Potenzenverhältnisse „Funktionen von einan- 
der*' sind, und in Folge davon die continuirliche Veränderlichkeit 
zu dem „Eigcnthümlichen** rechnet (um seine früheren Worte 
wieder zu gebrauchen), „wodurch die Betrachtung der verändeN 
liehen Grössen sich in der Differentialrechnung von Ihrer Beschaff 
fenheit in der unbestimmten Analysis unterscheidet*' -^ diese 
Cönsequenz hat denn doch etwas Unfassbares. Oder wenn ei* 
unter continuirlicher Veränderlichkeit etwas anderes versteht, als 
jene ihm so anrüchigen Kategorieen der Veränderlichkeit und der 
Gontinuität enthalten, so ist schwer einzusehen, warum der Phi* 
losoph sich nicht bestimmter zu erklären für gut gefunden hat. 

Die HegeFsche Cönsequenz ist aber immer noch nicht an 
ihrem Ende. Man sollte nun doch meinen, dass der höhere Gal- 
cul sich mit dem beschäftige , was eben als die specifische Be- ' 
Btimmtfaeit des Potenzenverhältnisses, um welches es zu thnn 
sei, aufgezeigt worden ist, dass also die continuirliche Veränder- 
lichkeit der Funktion sein wesentlicher Gegenstand sein müsse. 
Aber Hegel behält sich (pag. S34 unterst) die Angabe des Inter«- 
esses noch vor, auf welches die Behandlung des Potenzenver- 
hältnisses gehen soll, und wir erfahren nun zu unserem Erstau- 
nen, dass dies Interesse in gar keiner Verbindung mit der spe- 



*) Wie kommt er, um nur Eines anzuführen, z. B. so plötzlich zu der 
Einsicht, dass die Kategorie der Gontinuität in einem innigen Zusammenhange 
mit der qualitativen Bestimmlhert eines Potentverhäliniss^s steht, und welches 
ist der nähere „determinirte^* Sinn dieses Zusammenhanges^ den er mit YoIIeoi 
Rechte annimmt? Wäie er auf die Beantwortung dieser Fragen wirklich einge- 
gangen, so hütte er ganz ^eiviss gefunden, dass dieser Sibn sich in der DifiTe- 
rentialrechnung und wie er sich in solcher erschliesst, nnd dann dürfle er wobi 
tu einer ganz Imdereu Anschaaang des höheren Ca!culs gehiDgt sem. 
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cifischen Natur, in welcher jenes auftritt, d. h. mit seiner con* 
tinuirlichen Veränderlichkeit, steht Es soll nämlich darin liegen, 
dass aus dem gegebenen Potenzenverhältnisse gewisse andere 
Potenzenverhältnisse ihre Ableitung haben. Das Gesetz dieser Ab- 
leitungen soll aus der Taylor'schen Reihenentwickelung für das 
primitive Potenzen verhältniss erhellen und zwar, indem man von 
dem unbestimmten Zusätze, den die Grundzahl (oder vielmehr 
die unabhängig Veränderliche) erhalten hat, sowie von der Form 
einer Reihe, also von der Verbindung ihrer Glieder durch das 
Summenzeichen , abstrahirt (man vergleiche pag» 335, 336, 337)* 
Was übrig bleibe, sei ein System von Potenzverhältnissen, welche, 
indem sie durch die Coefficienten der Entwickelung von Taylor 
vorgestellt werden, vermöge des gegebenen ihre Bestimmtheit 
haben und somit als Funktionen der Potenzirung sich hinstellen. 
Die Sache nun, um die es sich handele, sei das Verhältniss, 
welches zwischen dem ursprünglichen Potenzenverhältniss und den 
Funktionen ihrer Potenzirung statt habe : aber seine Natur trete 
nidit etwa in der Theorie des höheren Calcüls, sondern erst in 
den Anwendungen hervor, in denen sich also sein eigentliches 
Wesen erst enthülle. „Durch das Finden von Verhältnissen an 
concreten Gegenständen, welche sich auf jene abstrakt analyti- 
schen zurückführen lassen, hat die Differentialrechnung ihr gros- 
ses Interesse erhalten.'* (pag* 339.) 

„Ueber die Anwendbarkeit, V wird theilweise berichtigend 
fortgefahren, „ergiebt sich zunächst aus der Natur der Sache, 
ohne noch aus den Fällen der Anwendung selbst zu schUessen, 
vermöge der aufgezeigten Gestalt der Potenzmomente von selbst 
Folgendes. Die Entwickelung der Potenzengrössen , wodurch sidi 
die Funktionen ihrer Potenzirung ergeben, enthält, von näherer 
Bestimmung abstrahirt, zunächst überhaupt die Herabsetzung der 
Grosse auf die nächst niedrigere Potenz. Die Anwendbarkeit die- 
ser Operationen findet also bei solchen Gegenständen statt, bei 
welchen gleichfalls ein solcher Unterschied von Potenzbestimmun- 
gen vorhanden ist. Wenn wir nun auf die Raumbestimmtheit 
reflektiren, so finden wir, dass sie die drei Dimensionen enthält, 
die wir, um sie von den abstrakten Unterschieden der Höhe, 
Länge und Breite zu unterscheiden, als die concreten bezeichnen 
können, .nämlich die Linie, die Fläche und den totalen Raum; 
und indem sie in ihren einfachsten Formen und in Beziehung 



-*.. 



im 



auf Selbstbestimmung und damit auf analytische Dimensionen ge- 
nommen werden , haben .wir die gerade Linie , die ebene Fläche 
und dieselbe als Quadrat, und den Cubus. Die gerade Linie hat 
ein empirisches Quantum, aber mit der Ebene tritt das Qualita- 
tive, die Potenzenbestimmung, ein; nähere Modiilcationen , z. B. 
dass dies gleich auch mit der ebenen Curve geschieht, können 
Y'ir, in sofern es zunächst blos um den Unterschied im AlJge- 
1 leinen zu thun ist, unerörtert lassen. Hiermit entsteht auch 
das Bedurfniss, von einer höheren Potenzenbestimmung zu einer 
niedrigeren und umgekehrt überzugehen, indem z. B. hneare Be- 
stimmungen aus gegebenen Gleichungen der Fläche u. s. f. oder 
umgekehrt abgeleitet werden sollen/' 

Die Differentialrechnung soll hiernach kurzweg die Bedeutung 
haben, eine Herabsetzung des Grades der Funktion, eine Depo- 
tenzirung zu erzielen. Diese Behauptung ist wiederum, wie so 
viele andere, von Hegel ohne näheren Nachweis aufgestellt wor- 
den. Sie soll „aus der Natur der Sache, vermöge der aufgezeig- 
ten Form der Potenzmomente*' folgen: aber, wie es folgt, das 
bleibt der geförderten Einsicht seiner Leser zur Selbstentwicke- 
lung überlassen. Wir können uns wohl denken, wie er durch 
eine Abstraktion, oder vielmehr ein Missverstehen von analytischen 
Thatsachen zu seinem Schlüsse gekommen sein mag. Zunächst 
steht derselbe \vohl in einem unmittelbaren Zusammenhange mit 
einer kurz vorhergehenden analytischen Entwickelung , in welcher 
statt der allgemeinen Reihe von Taylor geradezu die Biuomial- 
reihe als das Fundament des formalen Differentialcalcüls discutirt 
wird. Nämhch, wenn wir uns die Ableitungen von xh^ aufsucbeo« 
80 haben wir (x + i)/^ oder nach Hegels Vorschlage geradezu 
(» + 1)/« zu entwickeln, wodui'ch wir 

(x+l)H'=^af^ + f^x,u—^. — — |-^(^e— l)jrit*— 2-_.4. 

erhalten, und nun von der Form der Reihe abstrahirend ihre 
aufeinander folgenden Glieder 

fixf^—l, ^ifi — ])a;^— 2, ^(^e — \)i(X — 2)07/«^— 3, 

als die gesuchten „Funktionen der Potenzirung" anzusehen, oder 
in der verständlicheren Sprache der Analysis, sie sind die auf- 
einander folgenden Ableitungen der Funktion x{^. Die blosse 
Ansicht derselben zeigt nun sogleich, dass, sobald wir von einer 
wie immer beschaffenen Potenz ausgehen, die Funktionen ihrer 
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Potenzirung allerdings eine iaccessive, um 1 fortschreitende Er- 
niedrigung ihres Grades, also eine Depotenzirung enthalten. 

Aber der höhere Calcul hat im Allgemeinen jedweden Zu^ 
sammenhang zwischen veränderlichen Grössen seiner Untersuchung 
zu unterwerfen, und was von einem ganz speciellen Falle gilt, 
kann darum doch nicht auf allgemeine Geltung Anspruch erheben. 
Nun ist zwar nicht ausdrucklich angegeben, aber, wie uns scheint, 
stillschweigend vorausgesetzt, dass die Potenz überhaupt die 
Grundlage für den Begriff der Funktion oder das allgemeine Po- 
tenzenverbältniss bijde, und demgemäss, was für die Potenz gelte, 
auch von dem letzteren als einfache Folge ausgesagt werden dürfe. 
Das scheint auch in den folgenden Worten angedeutet, welche 
die ganze hierher gehörige Betrachtung einleiten : „Als die Grund- 
lage der Behandlung der Gleichungen von der angegebenen Art'* 
(nämlich in welchen die continuirliche Veränderlichkeit der Ele- 
mente das Charakteristische ist) „zeigt sich, dass die Potenz 
innerhalb ihrer selbst als ein System von Verhältnissbestimmungen 
gefasst wird.'* Aber wenn wir nun auch einräumen, dass die 
sämmtlichen sogenannten transscendenten Funktionen sich schliess- 
lich auf die Potenz zurückfuhren , so ist doch die Natur dieser 
Zurückführung faktisch derartig, dass sie mit einer gewissen 
Irrationalität behaftet ist und um desswillen der unendlichen Reihe 
bedarf: sie hat in ihr selber den Widerspruch, sich in endlicher 
Weise nicht vollziehen zu können. Demgemäss, ganz abgesehen 
von Hegels Opposition gegen die unendliche Reihet), dürfte der 



*) Hegel bat sich so vieler Widersprüche schuldig gemacht, dass man ihm 
wohl den einen zn verzeihen geneigt sein möchte, wenn er die unendlicha 
Heihe bei Gelegenheit im Einklänge mit der Analysis als ihrer „ sogeoanntell 
endlichen^' Summe gleichgeltend voraussetzen sollte. Dass er dies hier getban, 
ist in sofern nicht unwahrscheinlich, als er nur unter dieser Annahme die 
oben erwähnte zweite analytische Thatsache zu seinen Gunsten anführen kann, 
wenn er die Depotenzirung als den Zweck des Differentialcalcüls ausspricht. 
Denn wenn wir z. B. von der Reihe 

smx:= — ^ 1.2.3 + T7273T4T5" "" • • • 
ausgehen, so folgt durch ihre Differenlialion 

X* a?* 

C0Ä*-_1-. 172X+ 1.2.3.4 '"••♦' 

und wenn man nun den Schluss für zufällig hält, dass, weil in allen bezüg- 
lichen Gliedern der beiden Reihen die ErniedriguDg om Eine Dimension in Bt- 
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Zweifel wohl berechtigt sein» ob der ZusammenhaDg, der zwischen 
der Potenz und den tmisseendeDten Funktionen eintritt, in der 
That derartig sei, dass dasjenige, was allgemein für die erste er- 
wiesen ist, sofort die Uebertragung auf die letztere gestattet, oder 
ob nicht vielmehr die Unendlichkeit der Reihe die Uebertragung 
dessen, was von endlichen Rechnungsformen gilt, so ohne Wei- 
teres nicht zulasse — und im Angesichte zahlreicher und ganz 
unzweideutiger Thatsachen der Analysis muss dieser Zweifel sich 
geradezu zur Negative steigern. 

Nehmen wir z. B. die Funktion y = sm.r an, so ist es über- 
haupt misslich, von einem Grade dieser Funktion zu sprechen 
und, wenn wir dies gleichwohl thun, so musste man denselben 
wohl geradezu als jede gegebene Zahl übersteigend, als unendlich 
fassen. Die auf einander folgenden Ableitungen dieser Funktion 
sind bekanntlich 



y':=zcosXj y" = — sins, y"=; — cosa:^ y^^=^sinx^ 



Nach Hegels Hypothese nun müsste y** in Bezug auf die unab- 
hängig Veränderliche x um zwei Dimensionen und y^^ um 4 bi- 
mensionen niedriger sein als die primitive Funktion y. Wir hät- 
ten also den Widerspruch, dass dieselbe Funktion sinx, je nach- 
dem sie y oder y*' oder y^^ bedeutet, von einer anderen Dimen- 
sion wäre! Die Härte dieses Widerspruches wird nicht dadurch 
gemildert, dass im Unendlichen alle endlichen Unterschiede auf- 
gehoben sind; denn indem man mit der Bildung der Derivation 
ins Unendliche fortgehen kann, so wurde man für eine solche 
Derivation, deren Index als eine unendliche grosse (gerade) Zahl 
von derselben Ordnung des Unendlichen, wie die Zahl, weiche 
den Grad von y^=^sinx angiebt, vorgestellt wird, den Ausdruck 
9ins als in Bezug auf ^ von einem endlichen Grade erhalten! 
sAio; musste also gleichzeitig sowohl als eine ganze rationale 
Funktion von x, als aiidi als eine transscendente Funktion ange- 
sehen werden, deren Grad in Bezug auf o: unendlich gross ist! 



zug auf X vorliegt, auch den beiden Beiiien als Ganzen aufgefassl dieser Unter- 
schied um eine Dimension zukomme: so wird unter der Voraussetzung, dass 
die Funktionen sinx und cosx ihren respektiTen Reibenausdiiicken vollkommen 
gleich gellen, allerdings iu der Differenlialgleichnng 

d sin X 

-j- — • =icosx 
ax 

eine Depoleozirung der Funktion sinx allenfalis bineiofelegt .Yvtrdeo köonea. 
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Aber wenn wir uns auch durch alle diese Widersprüche nicht 
beirren lassen, wie wird man sich, da doch bekanntlich die Glei- 
chungen 

dsinx , dcosx 

= cosjr und — ; = — sinx 



dx dx 

bestehen» aus dem Dilemma herausziehen, in Bezug auf die Ver- 
änderliche X gleichzeitig co$s um einen Grad niedriger als sins^ 
und sinx um einen Grad niedriger als coss zu erklären? Wie 
will man überhaupt diese Verschiedenheit der Funktionen sinx 
und coss um Einen Grad in Liebereinstimmung mit ihrer bekann- 
ten geometrischen Bedeutung bringen? 

Nach dem jetzigen Standpunkte der Wissenschaft müssen 
wir die Annahme von der Depotenzirung, welche der DilFeren* 
tialcalcul bewerkstellige, entschieden ablehnen, weil ihr bestimm- 
ter analytischer Sinn nicht angebbar und ihre Berechtigung logisch 
nicht dargetiiau ist. Jedenfalls liegt ihr eine gewisse Wahrheit 
zu Grunde, aber eine Wahrheit, die uns noch verschlossen ist, 
und der wir darum nur zu leicht einen falschen Begriff unter- 
schieben, ist für uns durchaus ohne Gehalt und, sobald wir mit 
ihr zu operiren unternehmen, um nichts besser als der Irrtlium. 

Was Hegel wohl hauptsächlich zur Aufstellung seiner Ansicht 
über den Zweck des Differenlialcalculs bestimmt haben mag, darf* 
ten der analytischen Geometrie entnommene Betrachtungen sein, 
und die zuletzt angeführte Stelle aus seiner Logik enthält den 
wesentlichen Kern derselben, mit dem wir, was den Tbatbestand 
anlangt, uns einverstanden erklären können. Es ist nämlidi un- 
leugbar, dass dasjenige, was er als die drei concreten Dimen- 
sionen des Raumes bezeichnet, nämlich Linie, Fläche und totaler 
Raum , respektive den drei ersten Potenzen der Arithmetik ent- 
sprechen. Die Linie ist ein empirisches Quantum überhaupt, 
jeder Flächenraum führt sich auf irgend ein gewisses Quadrat zu- 
rück, d. h. auf die zweite Potenz eines empirisclien Quantums, 
und ebenso jeder körperliche Raum lässt sich auf einen Cubus 
zurückbringen, welcher sich wiederum unter die Form der dritten 
Potenz eines empirischen Quantums stellt. 

Hierzu ist zunächst die Bemerkung zu machen, dass die 
arithmetische Potenz noch ganz und gar den allgemeinen Cha- 
rakter hat, welcher die formalen Bestimmungen der Logik aus- 
zeicbneL Indem sie die innere, aus ihrem Elemente (der Grund«« 
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zahl) nicht herausgehende Selbstyennittelung einer Zahl in ihre 
BestimnUheit hinein bezeichnet^ so ist die absolute der Zahl nach 
ihrem Begriffe zukommende Veränderlichkeit und Gleichgültigkeit 
gegen ihre Bestimmtheit überwunden. Die Zahl ist nun an ihr 
selber Beziehung und zwar solche Beziehung, welche in der un- 
veränderlichen Bestimmtheit ihrer Momente, d. h. in deren Iden- 
tität, sich charakterisirt: so ist sie das Beharren in der ihr in- 
wohnenden Bestimmtheit und damit wesentlich an ihr selber qua- 
litativ. Aber der weitere Charakter dieser qualitativen Beziehung 
ist noch vollkommen unbestimmt gelassen und kann erst ioner- 
halb der concreten Natur des Objektes, welches vermöge der 
arithmetischen Formel gefasst werden soll, sich feststellen und 
«inen realen Inhalt aneignen. 

Nehmen wir nun geometrische Verhältnisse als das Objekt 
der arithmetischen Formel, so ist allerdings die oben angegebene 
Beziehung der Potenz zu den concreten Dimensionen möglicher- 
weise vorhanden: aber ihr Eintreten ist keineswegs allgemein 
nothwendig. Vielmehr kann auch auf dem Gebiete der analy- 
tischen Geometrie die Potenz ihre allgemeine Bedeutung über- 
haupt eine qualitative Beziehung zwischen Zahlen zu setzen be- 
wahren, ohne dass dies Qualitative durch die Baumbeziehung 
noch einen gesonderten eigenthumlichen Charakter erhalte. Die- 
ses ist z. B. der Fall, wenn wir irgend ein Potenzenverhältniss 
zwischen den Coordinaten y und x annehmen. Es handelt sich 
in solchem zunächst bloss um den zwischen den Veränderlichen 
Stau habenden arithmetischen Zusammenhang, und es wird durch 
den Unterschied der hineingehenden Potenzen von s und y durch- 
aus kein Unterschied der Dimensionen bedingt. Dieses erhellt 
besonders daraus, dass es zwar im Allgemeinen einen Curvenzug 
bestimmt, aber in besonderen Fällen auch die Bestimmtlieit eines 
isolirten Punktes oder von geraden Linien ausdrückt. So z. B, 
entspricht die Gleichung 

dem Anfangspunkte der Coordinaten, weil keine anderen zusam-^ 
mengehörigen reelle Werthe von x und y als y=0, a? = der 
Gleichung Genüge leisten. 

Aber allerdings tritt auf dem Gebiete der analytischen Geo- 
metrie vielfach die Nothwendigkeit ein, das Qualitative der arith- 
metischen Formel nach seinem specielJen geometrischen Charakter 
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zu deuten, und wenn wir auf die fundamentalen hierlier gehörigen 
Bestimmungen, nämlich auf die concreten Dimensionen in ihrer 
einfachsten Gestaltung, zurückgehen, so wird sich allerdings ein 
gewisser Zusammenhang zwischen ihnen und den bezuglichen 
arithmetischen Potenzen herausstellen. 

Die zweite Potenz eines Zahlenausdruckes a entspricht Le« 
kanutlich dem Quadrate über einer geraden Linie, deren Länge 
durch jenen Zahlenausdruck a gemessen wird, und das Quadrat 
ist bekanntlich die einfachste auf die Dimension der Fläche be- 
zügliche Raumbestimmung. Die zweite Potenz a^ drückt nun an 
und für sich weiter nichts aus, als eine qualitative Beziehung, 
welche das Beharren in ihrer eigenen Bestimmtheit (nämlich der 
Grundzahl a) enthält. Verzeichnen wir uns aber a^ als Quadrat, 
d. Ji. als Rechteck mit der Höhe a und der Grundlinie a: so 
wird die Bestimmtheit des Quadrats in ihm selber, d. h. in sei- 
nen Momentt-n der Höhe und Grundlinie, ihren unveränderlichen 
Charakter näher darin aufzeigen, dass es das sich Fortsetzen 
der Höhe als paralleler mit sich identischer Zug ist, und zwar 
ein solches sich selbst Fortsetzen, dessen Weite oder Distanz 
durch die Grundlinie gemessen wird^). Die Höhe ist also so oft 
in dem Quadrate enthalten, als die Grundlinie Punkte hat. So 
vertritt die Grundlinie die Stelle der Anzahl und die Höhe die 
Stelle der Einheit. Aber der in di^en beiden Momenten der 
Zahl latilirende Widerspruch, der tiefer in dem Gegensatze zwi- 
schen Continuität und Discretion beruht, ist nunmehr voltständig 
zum Ausbruche gekommen. Das Continuum, welches das Qua- 
drat als solches vorstellt, soll sich aus der Höhe wie aus einem 
discreten für sich bestimmten Eins erzeugen. Indem nun die« 
selbe, in sofern sie sich an jedem Orte der Figur anbringen 
lässt, gleichzeitig das Hinausgehen über ihre Bestimmtheit ist, so 
kann sie zu ihrem Anderen, dem Continuum, nur vermöge eines 



*) Das Zusammeogeben der sich selbst fortsetzenden Höbe mit der ße-> 
stioamlheit der Distanz, welche die Weile der Bewegung misst, ist ganz dieselbe 
abstrakte Identität, welche die Momente des i^rodulites a.a aufzeigen^ und kann 
daher hier, wo die qualitative Natur des Quadrates als die besondere Ausprägung 
der allgemeinen in dem Produkte a.a zweier Faktoren involvirenden Beziehung 
der Qualität ins Auge gefasst wird, nicht weiter in Betracht kommen. Dem- 
gemäss hätten wir unserer Betrachtung eben so gut den etwas allgemeineren 
Begriff des Kecbteckes zu Grunde legen können. 
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unendlichen Prozesses werden. Diese Unendlichkeit ist unmittel- 
bar in der realen Unendlichkeit bedingt, vermöge deren die Grund- 
linie aus ihrem punktuellen Eins sich zusammsetzt. Indem die 
Höhe aus sich selber, d. h.aus einer ihrer zufälligen speciellen 
Lagen heraustritt, hat sie wohl noch die Geltung einer geraden 
Linie, aber sie ist, als in solcher Bewegung begriffen, nicht mehr 
in der spröden Besonderung eines discreten Quantums, sondern 
als flüssige, ich möchte sagen, tlächenhafte Linie oder Element 
der Fläche, und so vorherrschend unter dem Momente der Con- 
tinuität gesetzt. Die qualitative in Rede stehende Beziehung ist 
somit der qualitative Uebergang von der Linie zur Fläche, dessen 
Qualität das unveränderliche Beharren in der Bestimmtheit der 
Linie als des Flächenelementes und näher das Festhalten einer 
discreten Bestimmtheit in der Continuität des Flächengebildes ist. 
Diese Betrachtung lässt sich leicht verallgemeinern und so- 
gleich die analytische Bedeutung der concreten Dimensionen durch- 
bhcken , nämlich solche allgemeine räumliclie Bestimmtheiten dar- 
zustellen, welche durch ein Anderes qualitativ gesetzt werden, 
aber durch ein solches Andere, welches der Möglichkeit nach, 
d. h. als Element, in ihnen schon enthalten ist. Indem sie also 
durch ihr Element gesetzt werden, so ist es eigentlich die Bewe- 
gung ihrer selbst, durch die sich der Prozess ihres Setzens voll- 
zieht, und dieser Prozess ist die Besonderung des conlinuirlichen 
Ganzen in die Discretion der Elemente hinein, so dass das £le* 
ment durch den ganzen Verlauf desselben hin als real vorhanden 
nachgewiesen werden kann. Dieses stimmt auch mit den ersten 
Elementen der Wissenschaft überein, in welcher bekanntlich Linie, 
Fläche und totaler Raum als solche Raumgebilde vorgestellt wer- 
den, welche durch, die Bewegung, d.h. durch das Aussersicb- 
kommen respektive von Punkt, Linie und Fläche entstanden seien. 
Diese (naturlich nicht physische, sondern rein logische) Bewegung 
wird indessen wegen der noch ganz äusserlichen Natur des Ob- 
jektes, an welchem sie stattfindet, lediglich ein flussiges Neben- 
einander erzeugen können, und fällt daher unmittelbar mit der 
logischen Bewegung zusammen, welche in dem bestimmten Inte- 
grale ihren analytischen Ausdruck hat. So hat sie an ihr selber 
einen Zusammenhang mit der Summe und zwar mit einer solchen 
Summe, die, in sofern das in die Bewegung hineingehende dis- 
crete Element sich in seiner Bewegung iuuner wieder Yoa Neuem 
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erzeugt, in unserem speciellen Falle des Quadrates oder Recht- 
eckes sich als ein Nebeneinander von unter sich gleichen Gros« 
sen*) in den Begriff des Produktes umsetzt. 

Indem die Geometrie mit dem Punkte beginnt, so hat dieser 
die Bedeutung eines abstrakten Eins, milhin einer aligemeinen 
arithmetischen Zahl überhaupt, und is'. somit als von der Oten 
Dimension zu betrachten: er hat gar keine Dimension, gar keine 
Ausdehnung. Der Punkt als das Raunielement enthält die Verän- 
derung nn ihm selber, weil er nur als aussersicbkommend den 
Raum wirklich erzeugen kann. Demgeniäss muss man diese Be- 
wegung an ihm setzen und erhalt so die Linie, als die erste 
reale Dimension des Baumes. Die Linie ist aber immer noch 
ein unvollkommenes Baumgebilde und schliesst die Nöthigung in 
sich von ihr zur Fläche und von da zum Körper als totalen 
Baum in bekannter Weise fortzugehen. Die drei Dimensionen 
werden so vermöge eines dialektischen Prozesses erhalten: aber 
indem in dem totalen Baum kein Mangel zur weiteren Entwicke* 
lung drängt, so bekommen wir auch eben nicht mehr als 8 Di- 
mensionen — also seiner Natur nach ein sehr beschränktes und 
endliches System von Bestimmungen, welches schon um dess- 
willen die unbedingte Zusammenstellung mit dem so sehr viel 
allgemeineren Begriffe der Potenz als misslich erscheinen lässt. 

Aber es tritt auch kein wesentlicher Grund ein, der diese 
Zusammenstellung erheische. Denn wenn wir duch Quadrat und 
Cubus als die einfachsten Formen für Fläche und totalen Baum 
anerkennen, so war es ja doch nicht die abstrakte Identität in 
den Momenten dieser Baumgcbilde, welche den eigenthilmlichen 
geometrischen Charakter der in ihnen latitirenden qualitativen 
Beziehung constituirte. VielmeiJr nahm unsere Discussion den 
Begriff des Quadrates nur in soweit in Anspruch, als es wesent- 
lich Rechleck ist, und hätten wir ein beliebiges Flächengebilde 
genommen (wie es in der Integralrechnung geschieht), wir wurden 
im Grunde dieselbe qualitative Beziehung aufzuweisen im Stande 
gewesen sein, ohne dass ihr Ausdruck als Funktion irgend wie 



*) Dieselben sind ja alle gleicbtnässig durcli die Bewegung der Höhe über 
ihre eigene Bestimmibeil gesetzt: ihr qiialilolives Sein ist mithin überall das- 
selbe, und die Verschiedenheil betrififl nur den Rang, die äussere Stellung, die 
sie in dem Nebeneinander der Summe einnehmen. 
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specißsch von einer zweiten Potenz abhängig sei. Der Zusam- 
menhang zwischen Dimensionen und Potenzen ist also in der 
Thal ein sehr loser, der auf die beiden gemeinsame Zurück- 
führung auf den Begriff des Produktes oder noch allgemeiner der 
unendlichen Summe hinausläuft, und es muss daher von vorn 
herein Bedenken erregen , wenn die Herabsetzung der Dimen- 
sionen als einer Depotenzirung des Potenzenverhältnisses entspre- 
chend angenommen wird. Vielmehr überall, wo wir ein trans- 
scendentes Potenzenverhältniss haben, wird sich die Herabsetzung 
seiner Dimensionen nicht durch eine Erniedrigung seines Grades, 
sondern durch eine Modification der Art und Weise vollziehen, 
wie die Constanten in Bezug auf die Veränderliche genommen in 

die Funktion eintreten. (So ist z. B. der Ausdruck y = alg — , 

a 

wenn ^, a?, a als Linien genommen werden, von der Isten Di- 

1 .,,(!'/ 1 : a , dy a 

mension, dagegen der Ausdruck -p— = a. oder -, = — 

® ^ dx x:a dx r 

JL dy JL 

von der Oten Dimension; ferner für w = ae a , — ^ = e « und 

dergleichen mehr.) 

Wirklich lässt sich nun in den Operationen des Differential- 
calcüls eine Herabsetzung der Dimensionen aufzeigen. Der Diffe- 
rentialquotient eines Körperraums ist eine Fläche, der Differential- 
quotient einer Fläche ist eine Linie , und der Differentialquotient 
einer Linie ist eine abstrakte Zahl , welche aber wesentlich die 
Bedeutung hat, die Bestimmtheit eines Punktes darzustellen.*) 



*) Der Oiffereniialqnotieni einer Linie kann nichts anderes als die 6e- 
slimoitheit ihres Elementes sein, mit welcher es in die Linie eintrill. Ihr Ele- 
ment ist nnn der Funkt als verQiesscndes Moment der Linie ^ welchem notü- 
wendig irgend eine Richtung seines Fliessens zukommen muss, und dieser wird 
durch ihren Winkel mit der Abscissenaxe festgelegt, dessen trigonometrische 
Sekante eine abstrakte Zahl und jenem Diflerentialquotienten gleich sein wird. 
Der Beweis liegt in der bekannten Formel 



welche, wenn man -^ =<9^ setzt, wo ^ den Winkel bezeichnet, welchen die 

dx 
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Gehen wir nun weiter fort, so mögen wir wohl in formaler Aus^ 
dehnung des Begriiles der räumlichen Dimension den 2ten Diffe- 
rentialquotienten einer Linie oder den ersten einer abstrakten 
Zahl (unter der Voraussetzung, dass die unabhängig Veränderliche, 
nach welcher differentiirt wird, von der ersten Dimension sei) 
als von der ersten negativen Dimension ansehen und eben so 
könnten wir, indem wir aber den totalen Raum hinausgehen, von 
höheren Dimensionen als den drei concreten Dimensionen des 
Raumes sprechen; — aber eine reale geometrische Bedeutung sol- 
cher Dimensionen ist im Allgemeinen nicht nachzuweisen, und 
es erscheint daher als ein müssiges Spiel, das Wesen der Diife- 
rcnlialrechnung auch selbst in den Anwendungen auf Geometrie, 
indem man bIs ihr Princip die Herabsetzung der räumlichen Di- 
mensionen ausgiebt, für erschöpfend bestimmt zu halten. Noch 
weniger aber ist es zu billigen, nur auf Grund eines nicht eben 
als besonders wesentlich hervortretenden Zusammenhanges zwi- 
schen den Begriffen der Dimension und der Potenz die analytische 
Bedeutung des Differentialcalculs in einer Herabsetzung des Gra- 
des einer Funktion oder einer Depotenzirung zu suchen. Selbst 
wenn die Annahme von der Depotenzirung richtig wäre, so durfte 
man noch nicht daraus folgern, dass überall, wo eine Herab* 
Setzung der Dimensionen in der analytischen Geometrie statt 
findet, und nur an solchen Orten die Anwendung des höheren 
• C.alcüls eintrete. 

Aus dem Vorhergehenden dürfte zur Genüge erhellen, dass 
die Ansicht Hegels über den Zweck des Differentialcalculs durch- 
aus zurückzuweisen ist. Aber trotzdem sind wir sehr gern bereit, 
das Anerkenntniss auszusprechen, dass gerade die auf unsere letz- 
ten Erörterungen bezügliche Entwickelung Hegels sich durch ihre 
Begriffsmässigkeit empQehlt. Die dritte Anmerkung in der mehr- 
fach erwähnten Partie seiner grossen Logik enthält seine Gedanken 
über das Hervorbrecheti der qualitativen Bestimmtheit auf dem 
Boden der reinen Geometrie. Die daselbst angestellten Betrach- 



Bichtiing des Elemenles oder die Berührungsgerade mit der Axe der x ein- 
schliesst, in die folgende 

= sec 9 

dx 

übergeht. Die Linie, als Länge gefasst, ist hier mit s bezeichnet. 
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langen kommen im Wesentlichen auf die vorgetragenen Bestim- 
mungen über den Begriff der concreten Dimensionen zurück und 
können zum Theil als ihre weitere Ausführung angesehen werden. 
Um so wunderbarer aber ist es, dass der Verfasser trotz der 
gewonnenen richtigen Einsicht über das Wesen des Unendlichen 
in der Geometrie' nun nicht einen Schritt weiter gethan und die 
gefundenen Resultate in die Form der Analysis umgesetzt hat; — 
dieses würde ihn mit Nothwendigkcit auf den Begriff des bestimm- 
ten Integrales geführt haben und von da aus dürfte sich ihm die 
gesammte Bedeutung des höheren Calcüls unschwer erschlossen 
haben. Aber, wenn man noch den Umstand hinzunimmt, dass 
«r die Methode des grossen Leibnitz während des ganzen Ver- 
laufes seiner doch ziemlich umfangreichen Entwickelungen auf- 
fallend vernachlässigt und namentlich den Begriff des bestimmten 
Integrales als einer continuirlichen Summenreiho gänzlich igno- 
rirt, so scheint die Yermuthung hinlänglich gerechtfertigt, dass 
Hegel überhaupt nur von der Integralrechnung als der einfachen 
^ Umkehrung der Differentialrechnung, in welcher von einem wei- 
teren Fortschreiten des Begriffes (welches er vielmelir negirl) 
zu einer neuen Kategorie durchaus keine Rede sein könne, etwas 
Gründliches gewusst habe. Aber die Differentialrechnung als 
die Rechnung des unendlich Kleinen bekommt ihren wahrhaften 
Sinn erst in der Theorie des bestimmten Integrales, und aus die- 
sem Zusammenhange herausgerissen, wie es bei Hegel faktisch 
eintritt, wird es erklärlich, wenn sie in ihrer Begriffsraässigkeit 
nicht erkannt werden kann; — sie enthält dann aber nur den 
noch nicht zu Stande gekommenen BegrifiT. In dem in Rede ste- 
henden Falle vollends muss diese Yerkennung schon um dess- 
willen eintreten, weil die Kritik nicht unbefangen ans Werk gebt, 
sondern mit sichtlicher Vorliebe sich von vorn herein mit gross- 
ter Einseitigkeit auf den Standpunkt der Derivationsmelhode stellt. 
Vielleicht auch ist Hegel durch seine Polemik gegen ihm entgegen- 
stehende Richtungen der Wissenschaft in eine gewisse Feindselig- 
keit gegen die mathematische x\nschauungsweise hineingerathen, 
die wohl auch durch üebergriffe von dieser Seite her mit ver- 
<^Jasst ist, und nun im stolzen Gefühle der Macht des dialek- 
yfischen Gedankens, die in ihm so glänzend zur Erscheinung ward, 
. ;■ KfÄt er sich an den Methoden des höheren Calcüls versucht; — 
aber die Analysis des Unendlichen ist über derartige Versuche 
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hinaus, sie ist ein unvergängliches Eigenthum der Wissenschaft, 
und eine Philosophie, wie sehr sie sonst auch die Erkenntniss 
forderen, hat nur die Wahl, sie entweder gänzlich zu ignoriren» 
oder so, wie sie im Wesentlichen ist, in ihr System aufzunehmen : 
anderenfalls wird sie spurlos an der Entwickelung der Analysis 
voruhergehen und sich selber eine den heftigsten Angriffen aus- 
gesetzte Position schaffen. 

Der Irrlhum Hegels, der ihn zu seiner heftigen Polemik ge- 
gen die Analysis des Unendlichen Terleitet hat, ist nicht etwa 
darum zu beklagen , weil er bisher zu einem wirklichen Punkte 
des Angriffs geworden wäre; — denn, wie ich schon bemerkt 
habe, Hegels Discussion des höheren Calculs ist nur wenig beach- 
tet worden; — vielmehr sein Schade ist negativer Natur, und 
liegt in dem, was er nicht zu Stande kommen liess, eine wahr- 
hafte Philosophie der Mathematik, die Aufhebung der Entfremdung 
zwischen Philosophie und Mathematik. Wir haben schon in der 
Einleitung unsere Anschauungen über diesen Punkt angedeutet 
und freuen uns nun, am Schlüsse aus voller Ueberzeugung es 
aussprechen zu dürfen, dass die Analysis des Unendlichen in voll- 
kommener Uebereinslimmung mit den Principien sei, welche in 
Hegels Logik mit einem solchen Aufwände von tiefem Denken und 
scharfer Dialektik abgeleitet werden, und wenn auch Hegel selber 
in dem Gebiete ihrer Anwendung, ihrer concreten Verwirklichung 
sie nicht wiedergefunden hat, so ist nur um so mehr die Grösse 
seines Genies zu bewundern, welche die abstrakten Kategorieen 
der Quantität in Wahrheit aus dem Begriffe heraus ergründete, 
und trotz mangelnder Erkenntniss in den realen sie betreffenden 
Wissenschaften, ja zum Theile in schrofTem Gegensatze zu letz- 
teren doch eine im Wesentlichen befriedigende Theorie des quan- 
titativen Seins schuf. 
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